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PREFACIO

La mision de toda institucion educativa universitaria es encarar procesos de
formacion profesional con el fin de servir a la sociedad y brindar

investigaciones que contribuyan al desarrollo en nuestra sociedad.

La universidad La Salle con el fin de dar cumplimiento, apoya a los
estudiantes y docentes en esta linea, y la publicacién de este libro es una

muestra de este trabajo.

La teoria de automatas y los lenguajes formales estan dentro del campo
cientifico del campo de la Informatica Tedrica, y es un campo que no ha
sufrido cambios en las Ultimas décadas como suele pasar con otras areas
de la Informatica, pero es la base para muchas areas como la
computabilidad, autébmatas celulares, redes neuronales, inteligencia artificial,
etc.

Este libro muestra los conceptos mas importantes en el estudio de esta
rama, de una manera sencilla, completa y practica, ya que cada concepto
viene acompafiado de un ejemplo demostrativo y una propuesta, que deja al
lector desarrollar su capacidad.
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La aplicabilidad esta en cada uno de nosotros, apoyado de la investigacion,
se puede presentar proyectos basados en esta teoria que ayuden dar

soluciones a las problematicas actuales de nuestra vida cotidiana.

Felicitamos a la autora del libro por todos sus aportes que son fruto de una
trayectoria profesional de méas de 25 afios en el ejercicio de la docencia en
diferentes instituciones educativas y las investigaciones realizadas y
plasmadas en este libro, que sera de mucha utilidad para la comunidad
docente-estudiantil.

Lic. Martha Heredia
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PROLOGO

"Las matematicas son el alfabeto con el cual Dios ha escrito el Universo".
- Galileo Galilei (1564 — 1642 A.D.)

Dos importantes aspectos de la vida que hacen que valga la pena vivirla: La
oportunidad de dejar volar la imaginacién para crear algo nuevo. Y la

capacidad de descubrir y admirar el Universo que nos rodea.

Existe algo indispensable tanto para crear como para entender el mundo
natural ya existente. Aunque considerada por algunos como ciencia para las
mentes cerradas y cuadradas, ¢no es, mas bien, una mente cerrada la que
no es capaz de ver las matematicas, describiendo el mundo natural, y
permitiendo la creacion de todo lo que hace nuestros dias mas felices?
Siempre involucrada en todo, sea uno capaz de verlo o no. En todas las
artes y las ciencias, (desde la musica hasta la astronomia). En el mundo y
fuera de él (desde el nucleo de una célula hasta la galaxia mas lejana).
Todo encaja, todo tiene sentido, pues son logicas. Y al estudiarlas, uno se

encuentra rozando la perfeccion.

El estudio de la teoria de autdmatas abre todo un nuevo mundo hacia las
matematicas, abstrayéndolas de las maquinas fisicas para analizar

diferentes soluciones a algun problema. Después, se puede construir algo
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ya mas palpable, que nos permite ver las computaciones. Si, requiere de
una comprensiéon mas profunda de las matematicas, es verdad, y es
justamente por esta razén que muchos no utilizan esta herramienta tan util.
Pero si a uno le pudieran ensefiar el tema de manera sencilla, si uno tan
solo pudiera comprenderlo sin mucho esfuerzo, no cabrian dudas en cuanto
a qué tan fascinante es el tema y que es conocimiento que vale la pena

compartir.

Este libro, busca justamente eso. Busca compartir conocimiento de un tema
matematico mas profundo, pero eliminando toda redundancia. Busca llegar
a los demas, pero sin agregarles complicaciones innecesarias. Busca que

sea un tema entendido y aprendido, sin necesidad de lagrimas ni sudor.

MSc. Ing. Martha Fernandez Montafio
CIA, CISA, CGAP, CGEIT, CISM



Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Msc. Ing. Martha Fernandez Montafio

CAPITULO
1

FUNDAMENTOS
MATEMATICOS

1.1 Teoria de Conjuntos

Un conjunto es una coleccion de elementos, no necesariamente con alguna
relacién. El simbolo € es utilizado para indicar pertenencia, es decir, si
tenemos x € X indica que x es elemento o elemento del conjunto X. Una
diagonal atravesando el simbolo indica que x no es elemento de X.: x ¢ X.
Dos conjuntos son iguales si ellos contienen los mismos elementos. Un

conjunto puede ser definido explicita o implicitamente:
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X ={1, 2, 3} (explicitamente)

Y ={n:n=m?donde m es un nimero natural } (implicitamente,

Numeros naturales (N) ={1, 2,3, ...)

1.1.1 Propiedades de conjuntos

El conjunto vacio es denotado por &, es el conjunto que no tiene
elementos y puede ser definido explicitamente por & = { }. Un conjunto esta
determinado por los elementos que contiene y el orden en el cual son
representados es irrelevante. La repeticion de elementos de un conjunto

dentro del mismo no afecta al conjunto.

Un conjunto Y es un subconjunto de X, escrito Y < X, si cualquier
elemento de Y es también elemento de X. El conjunto vacio es subconjunto
de cualquier conjunto. Cualquier conjunto X es subconjunto de si mismo. Si
Y es un subconjunto de Xy Y = X, entonces Y es llamado un subconjunto

propio de X.
El conjunto de todos los subconjuntos de X es llamado el conjunto

potencia de X y es denotado por 2%

Sea X ={1, 2, 3}, el conjunto potencia de X es:
2¢ ={0,{1}, {2}, {3}, {1.2}, {2,3}, {3,1},{1,2,3}}
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La igualdad de conjuntos puede ser definida como sigue: los conjuntos X y
Y soniguales si X c Yy Y < X. Lo que establece que cualquier elemento de

X es también elemento de Y y viceversa.
1.1.2 Operaciones de Conjuntos

Existen operaciones entre conjuntos que nos permiten la construccion de

nuevos conjuntos:

La unién de dos conjuntos esta definida por:
XuY={z:zeXo0zeVY}
Como el operador o es inclusivo, esto indica que cuando z es elemento de X

V'Y es porque z es elemento de X o de Y o de ambos.

La intersecciéon de dos conjuntos genera el conjunto que tiene los

elementos comunes a ambos conjuntos. Se define como sigue:
XNnY={z:zeXyzeY}

Cuando la interseccion de dos conjuntos es vacia, se dice que los conjuntos

son disjuntos.

La diferencia de los conjuntos X y Y, X — Y, consiste de los elementos de X
que no estanen Y.
X-Y={z:zeXyzgVY}
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Sea X un subconjunto de U. El complemento de X con respecto a U es el
conjunto de elementos de U que no estan en X. El complemento de un

conjunto es denotado por X°.

Las leyes de DeMorgan denotan las relaciones entre unidn, interseccion y
complemento, cuando X y Y son subconjuntos de un conjunto U y su
complemento es tomado de U.

i. XuyY)e=XenY*®

. XNY)e=Xeuyve

Ejercicio

Sea X={1,2,3}yY=4{2, 3,4,5}. Xy Y°denotan el complemento de Xy Y

con respecto a N (conjunto de numeros naturales ). Encuentre la union,

interseccion, diferencia entre ambos, complementos, interseccion de los

complementos y el complemento de la unién.

1.2 Producto Cartesiano, Relaciones V4

Funciones

Las relaciones y funciones matematicas se definen como subconjuntos del
producto cartesiano de conjuntos. Por tanto, comenzaremos por estudiar la

operacion sobre los conjuntos.
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1.2.1 Producto Cartesiano

El producto cartesiano es una operacion entre conjuntos que construye un
conjunto que consiste de pares ordenados de elementos de los dos
conjuntos. El producto cartesiano de los conjuntos X y Y, denotado X x Y,
es definido como:

XxY={(x,y):xe XyyeY}

1.2.2 Relaciones

Una relacion binaria entre X y Y es un subconjunto de X x Y. Por ejemplo,

el orden de los nimeros naturales puede ser usado para generar una

relacion LE (menor que) sobre el conjunto N x N. Esta relacion es el
subconjunto de N x N definido por:
LE={(,)):i,< jei, jeN}

La notacion (i, j) € LE indica que i es menor que j. (1,5), (2,7) € LE.

El producto cartesiano puede ser generalizado para construir conjuntos
nuevos a partir de cualquier nimero finito de conjuntos. Si X1, X, ..., Xa SON N
elementos, entonces (xi, Xz, ..., Xn) €S llamada tupla ordenada de orden n. Un
par ordenado es llamado tupla ordenada de orden 2. El producto cartesiano

de n conjuntos X, Xz, ..., X, es definida como:
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X1 x Xa x o x Xn = {( X, X2, .., Xn) 1 Xi € X, parai=1,2,...,n}

Una relacion de orden n sobre Xi, Xz, ..., Xn €s un subconjunto de X; x X; x

.

Ejercicio

SeaX={1,2,3}yyY={a b}, encontrar X xY,Y x X, Y xYYyXxYxY.

1.2.3 Funciones

Una funcién de un conjunto X a un conjunto Y es un mapeo de elementos
de X a elementos de Y. Una funcién f de X a Y es denotada por f: X — Y.
El elemento de Y asignado por la funcion f a un elemento x € X es denotado
por f(x). Se utiliza la notacién f(x) = y para indicar que y es el valor asignado

a x por la funcion f.

El conjunto X es llamado el dominio de la funcién. El rango de f es el
subconjunto de Y que contiene los elementos de Y que son asignados a los
elementos de X. Asi, el rango de una funcién f : X 2 Y es el conjunto {y e

Y :y=f(x) para algunax € X }.
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Podemos generalizar la definicion para mas conjuntos. El dominio de una
funcion puede estar formado por el producto cartesiano de dos o mas
conjuntos:

fiXyxXox..xXp2 Y.
Cuando esto ocurre tenemos una funcién de n-variables. El valor de la
funcion con variables xi, Xz, ..., Xa €s denotada f(x1, Xz, ..., Xn). Las variables x,
X2, ..., Xn SON llamadas los argumentos de la funcién. Una funcion f relaciona

elementos de su dominio con elementos del rango de f.

1.2.3.1 Propiedades de las funciones

Una funcién f de X a Y es una relacioén binaria sobre X x Y que satisface

las siguientes propiedades:
i) Paracadax € X hayunay € Y tal que (x,y) € f.
i) Si(x,y1) € fy(x y2) € f, entonces y; = y..

Se utiliza la notacién f(x) = y para indicar que y es el valor asignado a x por

la funcion f.

Ejercicio

Sea X ={1, 2} y Y = {a, b, c}, encuentre funciones que se puedan definir

entre los dos conjuntos.
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Una funcién f: X > Y es suryectiva si para cada elemento de X existe un
elemento distinto en el rango, es decir, f es suryectiva si x; # x; implica que
f(x1) = f(x2).

Una funcion f : X = Y es inyectiva si el rango de f incluye todos los
elementos del conjunto Y.

Una funcién f: X = Y es biyectiva si es suryectiva e inyectiva.

Por ejemplo, considere las siguientes funciones que estan definidas de N a
N - {1}.

e f(n) = 2n + 1 Es suryectiva, ya que el rango consiste de los nUmeros
impares, pero no es inyectiva, ya que los ndmeros pares no
pertenecen al rango.

e gn)=2sin=1
gin)=nsin=0
g(n) es inyectiva ya que todos los naturales positivos se encuentran

en el rango, pero no es suryectiva, ya que n = 1 y n = 2 tienen la misma

imagen.

e s(n) =n+ 1 es biyectiva, ya que es suryectiva e inyectiva

10
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1.3 Conjuntos Contables y No-contables

La cardinalidad es la caracteristica que nos da el tamafio de un conjunto,
es decir, la cardinalidad de un conjunto es el nimero de elementos en el
conjunto. Se puede demostrar que dos conjuntos tienen el mismo ndmero
de elementos estableciendo una funcion biyectiva entre los elementos de
los conjuntos, o sea definiendo una biyeccion.

a—>1

bh->2

c>3
lo que demuestra que los conjuntos {a, b, ¢} y {1, 2, 3} tienen el mismo
tamafio. Esta forma de comparar conjuntos funciona para conjuntos con un
namero finito o infinito de elementos.

i. Dos conjuntos X y Y tienen la misma cardinalidad si existe una
funcion biyectiva que mapea X a Y. Card (X) = card (Y). Entonces
decimos que X y Y son equinumerosos.

ii. SiY tiene un subconjunto Z tal que card (X) = card (Z). Si card (X) <

card (Y) y X # Y, entonces X tiene una cardinalidad menor que Y.

Para establecer la cardinalidad de conjuntos finitos e infinitos usaremos
secuencias de elementos de un conjunto:

SealJ={1,2,3, ... } el conjunto de los niUmeros naturales o enteros positivos
y =41, 2, ..., n}, el conjunto formado por los n primeros enteros positivos.,

donde Jo = &; una secuencia sobre el conjunto X es una funcién f: J > X,

11
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donde una secuencia es representada por f(1), f(2), f(3), ..., (i), ..., donde
normalmente se utiliza la notacion xi, xz, ..., X; .., para x; € X. Una secuencia
finita de longitud n sobre el conjunto X es una funcién f: J, 2 X, usualmente
escrita como Xxi, Xz, ..., Xn, para X € X. La secuencia de longitud cero es la
funcién f: & > X.

Si tenemos dos conjuntos finitos X y Y, entonces card (X) < card (Y) si y solo
si card (X) = card (Jm) y card (Y) = card (Jn), donde m < n, podemos representar

card (X) y card (Y) por los enteros my n.

Un conjunto X es finito si card( X ) = card (J,) para n > 0, en tal caso decimos

que X tiene una cardinalidad n.

Un conjunto es infinito si no es finito. Un conjunto X es enumerable o
infinitamente contable si se puede definir una funcion biyectiva con los
nameros naturales, esto es si card (X) = card (J). Un conjunto es contable si
es finito o enumerable. Un conjunto X es enumerable si sus elementos
pueden ser acomodados en una secuencia infinita X1, X2, ..., Xi,..., para Xxi €
X, en la cual cada elemento de X aparece solo una vez. Un conjunto es

incontable si no es contable

12
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Ejercicios

1. Pruebe que el conjunto de nimeros naturales impares es enumerable o

infinitamente contable con respecto a N.

2. Pruebe que el conjunto de numeros enteros es enumerable con

respectoaN.Si1l>1,2>-1,32>2,4>-2....

1 :-:.Ih-."r] [1.4] [2.4] (4] ...
| ﬁ ]i:[I %]\A 3 [3.3]

2 ‘:--...Iihf'l (1.2 IUI [32] L.
| F‘“*u | Q: S
al :,n ]\\

Los puntos de un arreglo bidimensional infinito puede ser usado para

mostrar que N x N, el conjunto de pares ordenados de nimeros naturales

es enumerable. El arreglo es construido colocando en las accisas los
nameros naturales (incluyendo el 0), donde la posicion del i-ésimo elemento

en la accisa horizontal y el j-ésimo elemento en la accisa vertical

13
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representan el par ordenado (i, j). En algunos casos, aunque 0 no es un

namero natural formalmente, es conveniente incluirlo en el conjunto.

Los elementos del arreglo pueden ser listados secuencialmente siguiendo

las flechas en el diagrama, creando la siguiente correspondencia:

0 1 2 3 4 5 6 7
{ \ \ \ \ \ \ \
©00 (@O @10 (02 (@) (20 (03 (@12

que demuestra la contabilidad de N x N. Se define la funciéon biyectiva que

convierte el par ordenado (i, j) al nGmero natural ((i +j)(i +j+1)/2) + 1.

Los conjuntos de interés en la teoria de lenguajes y computabilidad son
aquellos que son infinitos 0 enumerables.
i. Launién de dos conjuntos contables es contable.
ii. La unién de un nimero infinito contable de conjuntos contables es
contable.
iii. El producto Cartesiano de dos conjuntos contables es contable.
iv. El conjunto de subconjuntos finitos de un conjunto contable es
contable.
v. El conjunto de secuencias de longitud finita formadas de elementos

de un conjunto contable no vacio es infinitamente contable.

14
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1.4 Definiciones Recursivas

Muchos de los conjuntos involucrados en la generacion de lenguajes
contienen un numero infinito de elementos, por lo que se debe definir un
conjunto infinito de tal forma que permita que los elementos del conjunto
puedan ser construidos y manipulados. Para lograrlo, se debe tener un
método de definicibn que permita a una computadora, que carece de

intuicién, generar y entender las propiedades de los conjuntos.

Una definicidon recursiva de un conjunto X especifica un método para
construir los elementos de un conjunto. La definiciébn utiliza dos
componentes: La base y un conjunto de operaciones, donde la base
consiste de un conjunto finito de elementos que son explicitamente
designados como elementos de X y las operaciones son usadas para
construir nuevos elementos del conjunto a partir de los elementos
previamente definidos. La recursividad que define al conjunto X consiste de
todos los elementos que pueden ser generados a partir de los elementos

basicos por la aplicacion de un nimero finito de veces de las operaciones.

Una definicion recursiva de N, el conjunto de numeros naturales, es

construido usando la funcion sucesor s.

i. Pasobase:1 e N.

ii. Paso recursivo: sin e N, entonces s(n)=n+1e N.

15
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1 es un numero natural por la definicion del paso base. Un nuevo nimero
natural esta definido en términos de un numero definido previamente. El
paso recursivo garantiza que el conjunto contiene solo aquellos elementos
que pueden ser obtenidos a partir de 1 usando el operador sucesor. La
esencia de un procedimiento recursivo es definir procesos o estructuras
complicados en términos de instancias mas simples del mismo proceso o

estructura.

1.5 Induccion Matematica

Para establecer las relaciones entre los elementos de conjuntos y
operaciones entre conjuntos se requiere construir pruebas que verifiquen las
propiedades establecidas como hipétesis. Es imposible probar que una
propiedad se mantiene para cualquier elemento en un conjunto infinito al
considerar cada elemento en forma individual. El principio de induccion
matematica da suficientes condiciones para probar que una propiedad
prevalece para cualquier elemento en un conjunto definido recursivamente.
La induccion utiliza la familia de conjuntos anidados generados por el
proceso recursivo para extender una propiedad desde la base al conjunto

completo.
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1.5.1 Principio de induccion matematica

Sea A un conjunto, con las siguientes propiedades, definidas por recursion,
usando la funcion sucesor s.

i. Pasobase:le A

ii. Paso recursivo: sin e A, entonces s(n) =n+ 1e A.
1 es un elemento de A por la definicion del paso base y cada nuevo
elemento de A, definido en términos de un namero definido previamente, es

un ndamero natural. Por lo tanto podemos concluir que el conjunto A es en

realidad el conjunto N. Si comparamos esta definicion de A con la definicion

anterior de N, podemos comprobar que definen el mismo conjunto.

1.5.2 Demostracion por inducciéon matematica

Sea A un conjunto definido por recursividad y sea P una propiedad definida
para los elementos de A. Si puede ser mostrado que:
i. P secumple para el elemento base.
i. P se cumple para cada elemento generado a partir del elemento
base, hasta un cierto elemento
iii. P también se cumple para cualquier elemento generado a partir del
ultimo del paso anterior,

entonces, por el principio de induccibn mateméatica, P se cumple para
cualquier elemento en A, o sea, para cualquier elemento en N.
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Una prueba inductiva consta de tres pasos:

a.

Paso base: Probar que la propiedad P se cumple para cada
elemento del conjunto base. Esto corresponde a establecer
condiciones indicadas en (i) en la definicion del principio de la
inducciéon matematica, con n =1 o n = 0 (si se considera al 0 como

elemento de N.

Hipotesis de induccion: Declaracion de la hip6tesis inductiva. La
hip6tesis inductiva es el asumir que la propiedad P se cumple para
cualquier elemento generado a partir del elemento base, con n = k.
Paso de induccién: El paso inductivo prueba, usando la hipétesis
inductiva, que P puede ser extendida al elemento posterior del paso
anterior, 0 se n =k + 1. Completando el paso inductivo se satisfacen

los requerimientos del principio de induccion matemética.

Por ejemplo, usamos el método de demostracion matematica para probar

que:

O+1+....+n=n(n+1)2..

Usando la notacion de sumatoria podemos escribir la expresién como sigue:

n
Yi=n(n+1)/2

i=0

Paso base: La base es n = 0. La relacién es explicitamente establecida por

el céalculo del valor de cada uno de los lados de la igualdad:
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0
2i=0=00+1)/2
i=0
Hipotesis inductiva: Asumimos que para los valoresn =1, 2, ... k
k
Yizkk+1)/2
i=0
Paso inductivo: Necesitamos probar que
k+1
Ti=k+1)(k+1)+1)/2=(k+1)(k+2)/2
i=0
La hipotesis inductiva establece el resultado para la suma de la secuencia
conteniendo n 0 menos enteros. Combinando la hipétesis inductiva con las
propiedades de la suma obtenemos:
k+1 k
Yi=Xi+(k+ 1) (asociatividad)
i=0 i=0
=k (k+1)/2+ (k+ 1) (hipétesis inductiva)
=(k+1)(k/2+ 1) (propiedad distributiva)
=(k+1)k+2)/2

Debido a que las condiciones del principio de induccién matematica han
sido establecidas, concluimos que el resultado se cumple para todos los
nameros naturales. Cada paso en la prueba debe seguir las propiedades

previamente establecidas por los operadores o la hipotesis inductiva. La
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estrategia de una hipétesis inductiva es manipular la formula para contener
una instancia de la propiedad aplicada al caso mas simple.

Otro ejemplo, para demostrar por induccién matematica que n! > 2", paran >
4:
Paso base: n =4 entonces 4! =24 > 16 = 2*
Hipotesis Inductiva: Asumimos que n! > 2% para todos los valores n = 4, 5,
. k.
Paso Inductivo: Necesitamos probar que (k+1)! > 2k+1,
(k+ 1) =k (k+1)
> 2% (k + 1) (hip6tesis inductiva)

>2K2) (yaquek+1>2)
:2k+l

Podemos utilizar el definiciones inductivas para definir los elementos de
un conjunto, resultado de alguna operacion o funcién, generado por
medio de la recursividad.

Por ejemplo, podemos dar una definicién por induccién matematica para la
suma de m y n, la cual se establece como sigue:
i. Pasobase:Sin=1,entoncesm+n=m+1.

ii. Paso inductivo: m + s(n) = s(m + n).
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Secuencia anidada de conjuntos en una definicién recursiva.

Xn

Supongamos que deseamos obtener la suma de 3 + 2, donde estos
nameros, aplicando la operacion sucesor, son obtenidos como s(s(1)) y s(1),
respectivamente, la suma puede ser calculada recursivamente como:
s (s(1)) +s(1)
= (s(s(s(1)) + 1)
= (s(s(s(s(1)))
=5
Xo ={ x:xesel elemento base }

Xi+1 = { x : X puede ser generado por i + 1 operaciones }

X={x:x e Xjparaalgunaj >0}
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El operador sucesor puede ser usado recursivamente para definir por

induccion relaciones sobre el conjunto N x N. Para mostrarlo, utilizaremos
la relacion LE, donde buscaremos los pares ordenados (i, j) en los cuales i <
j-
La relacion LE esta definida por :

i. Pasobase: (1,2) € LE.

ii. Paso inductivo: Si (n, m) € LE, entonces (n, s(m)) € LE y (s(n), s(m))

e LE.

Si utilizamos la unién indicada en la recursién, para generar los
elementos de LE, obtenemos la siguiente secuencia de LE:i:
LEo={(1,2)}

LE1 = LEo U {(1, 3), (2, 3)}
LE2 = LE1 U {(1, 4), (2, 4), (3, 4)}

LEs =LE2 U {(1, 5), (2, 5), (3, 5), (4, 5)}

LEi=LEa U{(j,i+1):j=0,1,...,10)

La generacién de un elemento en un conjunto definidko mediante
recursividad puede no ser Unica, por ejemplo, el par ordenado (2, 4) € LE2

puede ser generado a través de dos secuencias de operaciones distintas.
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Base: (1, 2) (1,2)

1: (1,s(2) = (1, 3) (s(1), s(2)) = (2, 3)

. (1,s(3)) = (1, 4) (s(1), s(3)) = (2, 4)
(2,s(3)) = (2, 4) (s(2), s(3)) = (3; 4)

Ahora usaremos una definicion por induccion matematica para aquellos

pares ordenados de N x N, donde su segundo componente sea 3, 4,5 6 6.
i. Paso base: (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6) estan en X.
ii. Paso inductivo: Si (n, m) € X, entonces (s(n), m) € X.

Xi={(,3),0,4),(,5),(06):j=0,1,....1}

Ejercicios

1. Dé una definicion por induccién matematica de la relacién de igualdad

sobre N x N usando el operador sucesor.

2. Dé una definiciéon por induccién matematica de la relacién mayor que

sobre N x N usando el operador sucesor.

3. Dé una definicién por induccidon matematica del conjunto de puntos (m,

n) que estan en lalinea n = 3m en N x N usando el operador sucesor.

4. Sea X un conjunto finito, dé una definicion por induccion matemética del
conjunto de subconjuntos de X. Use la unién como el operador en la
definicion.

5. Pruebe por induccién matematica que:

2+5+8+...+@Bn+1)=n@Bn+1)/2paran>0
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Ejercicios del capitulo

a)
b)
c)
d)

Sea C un conjunto de conjuntos definido de la siguiente manera:
e JeC

e SiS1eCySz2eC,entonces{Si, Sz} e C

e SiS1eCyS2eC,entoncesS1XS2eC

e Nada més pertenece a C.

Explique si{J, {&}} € C

Dé el ejemplo de dos conjuntos Stalque S e Cy Is| >1
Explique si C contiene algin conjunto infinito

Explique si C es contable o incontable

Sea A ={a, b, ¢, d}, encuentre:

a) 2A

b) I

c) El nimero de elementos de un conjunto potencia, en
general

d) El nGmero de particiones de un conjunto, en general

Demuestre por induccién matematica que toda relacion de orden
parcial en un conjunto finito no vacio tiene por lo menos un
elemento minimo.

Probar por induccion matemética que 1 + 2" < 3" paran > 2
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5.

Sea P = {A, B} el conjunto de dos variables booleanas. El conjunto E

esta formado por expresiones booleanas bien formadas a partir de

conjunciones y disyunciones (or y and) sobre P, cuya definiciéon por

induccion matematica es como sigue:

a)

b)

c)

i. Paso base: A,B e E.

ii. Paso inductivo: Si u, v € E, entonces (u V v)
eEy@UANV) eE.

iv.

Encuentre las expresiones booleanas que se

consiguenconn=0,1y2.

Probar por induccibn matematica que para

cualquier expresion booleana en E, el nUmero de

ocurrencias de variables es mayor en uno al

namero de operadores. Para una expresion u, ny(u)

es el nimero de variables en u y ny(u) es el nimero

de operadores en u.

Probar por induccibn matematica que para

cualquier expresion booleana en E, el nUmero de

paréntesis izquierdos es igual al numero de

paréntesis derechos.
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CAPITULO
2

ALFABETOS Y
LENGUAJES

2.1 Alfabetos y Cadenas

Una cadena sobre un conjunto X es una secuencia finita de simbolos
tomados de X. Las cadenas son los objetos fundamentales en la definicion

de lenguajes.

El conjunto de elementos a partir del cual son construidas las cadenas es

llamado el alfabeto del lenguaje, donde un alfabeto esta formado por un
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conjunto finito de objetos indivisibles y es denotado por X.

Sea X un alfabeto, *, el conjunto de cadenas generadas a partir de X, es
definido como sigue:
i. Paso base: A € X*.

ii. Paso inductivo: Siw € Z*y a € X, entonces wa € X*.

La longitud de una cadena w es el numero de elementos en la cadena o el
numero de veces que se aplico el paso recursivo, la cual es denotada como
longitud (w) o como |w|. Si T consiste de n elementos, entonces hay n*

cadenas de longitud k en =*,
Ejercicio
Sea X ={a, b, c }. Encuentre cadenas generadas en X*.

2.1.1 Operaciones de Cadenas

Sea u,v e X* La concatenacién de u y v, escrita uv, es una operacion
binaria sobre X* definida como sigue:
i. Paso base: Silongitud (v) =0, entonces v =2y uv = u.
ii. Paso inductivo: Sea v una cadena con longitud (v) =n+1>0.
Entonces v = wa, para alguna cadena w con longitudnya € Ly uv =
(uw)a.
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Sean u, v, w € X. Entonces (uv)w = u(vw). Propiedad de asociatividad.

Ejercicio

Sean u = ab, v =cayw = bb. Encuentre uv, vw, (uv)w, u(vw).

Las subcadenas pueden ser definidas utilizando la operacion de
concatenacion. Intuitivamente, u es una subcadena de v si u aparece o
forma parte de v. Formalmente, u es una subcadena de v si hay cadenas x
y y tal que v = x uy. Un prefijo de v es una subcadena u en la cual x es la
cadena nula en la descomposicion de v, esto es v = u y. Similarmente, u es

un sufijo de v siv=xu.

Sea u una cadena en I*. La cadena reversa de u, denotado por uR, es
definido como sigue:

i. Paso base: longitud (u) = 0, Entonces u =1 y AR = A.

ii. Paso inductivo: Si longitud (u) = n + 1 > 0, entonces u = wa, para

alguna cadena w con longitud ny a € X y u? = awR.
Ejercicios
1. Encuentre el reverso de abbc.

2. Seau, Vv e X*. Demuestre por induccién matematica que (uv)R = vRuR.
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Sea u una cadena en I*. La cadena repetida de u, denotada por U/, es
definida como sigue:
i. Paso base:i=0, Entonces u' = .

ii. Paso inductivo: Sii=n+1> 0, entonces u' = u"u.
Ejercicios

Sean u = ab, v =cay w = bb. Encuentre u°, uty u?.
2.2 Lenguajes

Un lenguaje normalmente est4 formado por un subconjunto del conjunto de
todas las posibles cadenas que se pueden generar a partir del alfabeto. Un

lenguaje generado a partir de un alfabeto ¥ es un subconjunto de **.
2.3 Especificacion Finita de Lenguajes

Hemos definido un lenguaje como un conjunto de cadenas generadas a
partir de un alfabeto. Los lenguajes de interés son aquellos que sus
cadenas tienen una forma especifica, donde las formas aceptables definen
la sintaxis del lenguaje. La especificacion de un lenguaje requiere de una
descripcion no ambigua de las cadenas del mismo. Un lenguaje finito puede

ser descrito solamente con enumerar sus elementos, pero algunos
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lenguajes infinitos son definidos estableciendo requerimientos sintacticos y
pueden ser definidos inductivamente.

Por ejemplo, el lenguaje L de cadenas formadas a partir de {a, b}, en el cual
cada cadena comienza con ay tiene longitud par, es definido como:
i. Paso base: aa, ab € L.

ii. Paso inductivo: Si u € L, entonces uaa, uab, uba, ubb e L.

Otro ejemplo, como el lenguaje L formado por cadenas sobre {a, b}, en el
cual cada ocurrencia de b esta precedida por una a. Por tanto, 2, a, abaab
estan en L y bb, bab, abb no estan. Podemos definirlo como sigue:

i. Pasobase: ) e L.

ii. Paso inductivo: Siu € L, entonces ua, uab € L.
2.3.1 Operaciones de Lenguajes

La unién de lenguajes Xy Y, denotada por X U Y, es el lenguaje
XuY={u:ueXoueY}

La interseccion de lenguajes Xy Y, denotada por X 'Y, es el lenguaje
XNnY={u:ueXyueY}

La diferencia de lenguajes X y Y, denotada por X - Y, es el lenguaje
X-Y={u:ueXyueY}
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La complementacion de X, denotada por X, es el lenguaje

X={u:ueZ*yug X}

La concatenacion de lenguajes X y Y, denotada por XY, es el lenguaje
XY={u:ueXyveY}

La cerradura o estrella de Kleene de X, denotada por X*, es el lenguaje

X* = {uUsU3U4.......Un : Ui € X parai=0,1,2 3,4, ... , n}

Ejercicio

Sea X={a, b, c}yY ={abb, ba}, encontrar XU Y, XY, X-Y,Y-X XY,
X*y Y*,

2.4 Expresiones Regulares

Sea X un alfabeto, una expresién regular sobre ¥ esta definida como
sigue:
i. < esuna expresion regular sobre X.

ii. A esuna expresion regular sobre X.
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Vi.

Vii.

viii.

Debido

a, para cualquier a € X, es una expresion regular sobre X.

Si u y v son expresiones regulares sobre X,. Entonces (U U V)
también es una expresioén regular.

Si u y v son expresiones regulares sobre X,. Entonces (u U V)
también es una expresioén regular sobre X.

Si u y v son expresiones regulares sobre X, . Entonces (uv) también
es una expresion regular sobre X.

Si u es una expresion regular sobre X, . Entonces (u*) también es
una expresion regular sobre .

Nada mas es una expresion regular.

a que la unién y la concatenaciéon son asociativas, los paréntesis

pueden ser omitidos.

Segun la definicion anterior, el lenguaje representado por una expresion

regular,

i.
ii.
iii.
iv.
V.

Vi.

denotado por L(u) puede definirse como:
L(D) =<.

L() = A

L(a)=a.

L(X UY) =L(X) UL(Y).

L(XY) = LOX)L(Y).
L(X*) = (L(X))*.

Sea X un alfabeto, la clase de lenguajes regulares R sobre %, esta

definida como sigue:
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i. Je®R.

i. {A}e®R.

ii. {a} € R, para cualquier a € X.

iv. SiIXyY e R, entonces XUY, XY, X* e R.

v. Sea g esun conjunto de lenguajes tal que & € p,{A} € p,{a} € p,
para cualquier a € X, y g sea cerrado para la unién, concatenacion

y estrella de Kleene, entonces R ¢ g.

Esto implica que un lenguaje es regular si y solo si puede ser representado

por una expresion regular.

2.4.1 Identidades de las Expresiones

Regulares

Du=ugd=9
AU=UA=U
d* =%
A*=A
uuv=vuu
uugd=u
uuu=u

u* = (U*)*

© © N o 0~ DR

u(vuw) =uvuuw
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10. (U U V)W =uw U vw

11. (uv)*u = u(vu)*

12. (uuVv)* = (Ur U V)*
= Uu* (UUV)* = (Uwvur)*
= (UAVA)* = RVt

= (U*V)*U*
2.5 Aplicaciones

Las expresiones regulares tienen diversas aplicaciones, principalmente para
representar las operaciones de un analizador léxico o de un editor de textos.
Los objetos utilizados en los programas, pueden expresarse como

expresiones regulares casi sin excepcion.

Por ejemplo, los identificadores en ALGOL, podrian expresarse de la
siguiente manera:!

(letra) (letra L digito)*
donde letra es el conjunto de letras mayusculas y minasculas del alfabeto y

digito es el conjunto de digitos del 0 al 9.

! Hopcroft & Ullman, Introduction to Automata Theory, Languages and
Computation, p. 45
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Ejercicios del capitulo

1. Obtenga expresiones regulares que representen el conjunto descrito:

a.

El conjunto de cadenas sobre {a, b, c} en el cual las a’s preceden a
las b’s y estas a su vez preceden a las c’s.

El conjunto de cadenas de longitud 2 sobre {a, b} en el cual las a’s
preceden alas b’s.

El conjunto de cadenas sobre {a, b, ¢} que no contienen la
subcadena aa.

El conjunto de cadenas sobre {a, b} que no comienzan con la
subcadena aaa.

El conjunto de cadenas de longitud impar sobre {a, b} que contienen

la subcadena hb.

2. Defina el lenguaje que puede ser obtenido a partir de {a, b}, cuyas

cadenas contienen la subcadena bb.

3. Defina el lenguaje formado por las cadenas que comienzan con aa o

terminan con bb, a partir de {a, b}.

4. Dé una definicion por inducciébn matematica del conjunto de cadenas

generadas a partir de {a, b} que contienen igual niUmero de a’sy b’s.

5. Dé una definicién por induccién matematica del conjunto {a'bi : 0 <i < j}
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6. Sea L unlenguaje generado a partir de {a, b} y definido como sigue:

i. Pasobase: )\ € L.

Ii. Paso inductivo: Siu € L entonces aaub € L.
a. Obtenga los tres primeros elementos de L a partir del
paso base.
b. Dé una definicién implicita del conjunto de cadenas
generadas por la definicion por induccidn

matematica.

7. Sea X ={aa, bb}yY ={l, b, ab}.
a. Obtenga las cadenas en el conjunto XY.
b. Obtenga las cadenas del conjunto Y* de longitud menor o
igual a 3.
c. ¢Cuantas cadenas de longitud 6 hay en X*?
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CAPITULO
3

AUTOMATAS
FINITOS

Un procedimiento que determina si una cadena de entrada esta en un
lenguaje es llamado un reconocedor de lenguaje. Las propiedades
comunes para todas las maquinas incluyen el procesamiento de una
entrada y la generacion de una salida. La entrada a este tipo de maquinas
es una cadena formada a partir de un alfabeto y el resultado arrojado indica

si la entrada es aceptada o no.
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3.1 Maquinas de Estados Finitos

Para poder definir una maquina de estados finitos, utilizaremos el

comportamiento de una maquina vendedora de café:

La entrada a la méquina consiste de monedas de 10 centavos, 20 centavos
y 50 centavos, de tal forma que cuando son insertados 60 centavos, el
botdn dispensador puede ser activado para obtener una taza de café. Si el
total de dinero insertado en la maquina excede 60 centavos, ésta no da
cambio. Esta maquina carece de memoria tal y como es concebida en una
computadora, pero ella sabe que son requeridos 10 centavos para poder
abrir la tapa, si es que previamente se habian introducido 50 centavos. Este
conocimiento es logrado por la alteracién de los estados internos de la
maquina cuando una entrada es recibida y procesada. Una maquina de
estados representa el estado de un célculo en marcha. La operacion interna
de la maquina vendedora puede ser descrita por las interacciones de los
siguientes estados:
e se necesitan 60 centavos. El estado de la maquina antes de que
cualquier moneda sea insertada.
e se necesitan 50 centavos. El estado al que se llega cuando se
insertd una moneda de 10 centavos.
e se necesitan 40 centavos. El estado al que se llega después de

haber insertado dos monedas de 10 centavos o una de 20 centavos.
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e se necesitan 20 centavos. El estado después de cuatro monedas de
10 centavos o0 una de 20 y dos de 10 centavos o dos de 20
centavos.

e se necesitan 10 centavos. El estado después de una de 50
centavos, cinco de 10 centavos, dos de 20 y una de 10 centavos o
una de 20 y tres de 10 centavos.

e se necesitan 0 centavos. El estado indica que al menos se han

insertado 60 centavos.

Al insertar una moneda a la maquina ocasiona que ésta cambie su estado.
Cuando 60 centavos o mas han sido insertados, se llega al estado se
necesitan 0 centavos y el boton dispensador puede ser activado. Dicho

estado es llamado estado final o de aceptacién.

El disefio de la maquina debe representar cada uno de los componentes
simbdlicamente, de tal forma que en lugar de tener una secuencia de
monedas, la entrada a la maquina abstracta es una cadena de simbolos. Un
grafo dirigido etiqguetado conocido como diagrama de estados, puede ser
utiizado para representar las transiciones de la maquina. Para esto,
hacemos que los nodos de dicho diagrama sean los estados antes
mencionados. El nodo “se necesitan m centavos” es representado por m.
Los arcos son etiquetados como d, v o ¢ representando la entrada de una
moneda de 10, 20 6 50 centavos, respectivamente. Un arco del nodo x al
nodo y etiquetado con z indica el procesamiento de la entrada z cuando la

maquina esté en el estado x dando como resultado la transicién al estado y.
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La entrada a la maquina consiste de cadenas a partir de {c, d, v }*. La
secuencia de estados alcanzados durante el procesamiento de una cadena
de entrada puede ser trazada siguiendo los arcos en el diagrama de

estados. La cadena dcdc es aceptada pero la cadena nndn no lo es.

3.2 Automata Finito no Deterministico

Un autémata finito no deterministico es un quintuple M = (K, Z, A, s, F),
donde:

K es un conjunto finito de estados

¥ es un conjunto finito de simbolos llamado alfabeto

s € K es un estado llamado estado inicial

F es un subconjunto de K cuyos elementos son llamados estados

finales o aceptantes

A es una relacion que es subconjunto del producto cartesiano K x

>+ x K conocida como la relaciéon de transicion.

Un AFND lee la entrada de izquierda a derecha, de tal forma que una vez
que un simbolo de entrada ha sido procesado, no tiene efectos en
operaciones posteriores. En cualquier punto de las operaciones, el resultado
depende solo del estado actual y de la cadena que falta por leer. Esta
combinacion es llamada configuracién de la maquina y es representada
por el par ordenado (gi, w), donde gi es el estado actual y w € X* es la

entrada no procesada. El simbolo |— es utilizado para indicar las
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transiciones efectuadas por el AFND (pasos de configuracién). El simbolo
|—* es utilizado para indicar la cerradura reflexiva y transitiva del paso

de configuracion.

Una cadena de entrada es aceptada si existen transiciones que procesan la
cadena completa y la maquina termina en un estado de aceptacion. Una
cadena esta dentro del lenguaje aceptado por la maquina no deterministica
si existen transiciones que la llevan del estado inicial a un estado final. El
lenguaje de un AFND M, denotado por L(M), es el conjunto de cadenas
aceptadas por M. Esto es:
L(M) = { w: existe una transicién (s, w) |—* (p, A) con p € F}.

Una cadena de entrada es rechazada si existen transiciones que procesan
la cadena completa y la maquina termina en un estado de no aceptacion, o
si la cadena no puede procesarse completamente. Es decir, cuando:

e (S,W)|—*(p,A)conpgF

e (s,w)|—*(p, u) conp e Fyno se puede continuar procesando

e (s,w)|—*(p,u)conp ¢ Fyno se puede continuar procesando

El diagrama de estados de un AFND M = (K, X, A, s, F) es un grafo dirigido
etiquetado G definido por las siguientes condiciones:

i. Los nodos de G son elementos de K.

ii. Las etiguetas en los arcos de G son elementos de Z*. Solo las

transiciones necesarias son graficadas.
iii. ses el nodo inicial.
iv. F es el conjunto de nodos aceptantes.
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v. Hay un arco del nodo g; a g; etiquetado con v si (g;, Vv, gj) € A.

Ejercicio

Considere el siguiente AFND.
M=(K, Z, A sF)

K ={qo, q1, 92}
s ={a, b}
F={q2}

A ={(9o, @, o), (do, b, do), (o, b, G1), (a2, b, 2),}
Encuentre las transiciones posibles para la cadena ababb.

3.2.1 Transiciones Lambda

Un AFND puede permitir transiciones sin requerir una entrada para que sea
procesada, una transicion de esta forma es llamada transicion lambda. La
clase de maquinas no deterministicas que utilizan transiciones lambda es
denotada AFND-A. Un AFND con transiciones lambda es una quintuple M =
(K, Z, A, s, F), donde K, A, sy F son lo mismo que un AFND. La relacion de
transicion es una relaciéon de K x (Z* U {A}) x K. Este tipo de autbmatas nos
permiten convertir una expresion regular a un AFND-A aplicando el método

de Thompson, el cual se aplica de la siguiente manera:
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Expresion Regular

AFND- A

A

Aub

ab

a*

a+

A,

OO TNOLN
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3.3 Automata Finito Deterministico

Un autémata finito deterministico (AFD) es un quintuple M = (K, Z, 8, s,
F), donde:

K es un conjunto finito de estados

¥ es un conjunto finito de simbolos llamado alfabeto

s € K es un estado llamado estado inicial

F es un subconjunto de K cuyos elementos son llamados estados

finales o aceptantes

8 es una funcion de K x ¥ a K conocida como la funcién de

transicion.

Un AFD lee la entrada de izquierda a derecha, de tal forma que una vez que
un simbolo de entrada ha sido procesado, no tiene efectos en operaciones
posteriores. En cualquier punto de las operaciones, el resultado depende
solo del estado actual y de la cadena que falta por leer. Esta combinacion
es llamada configuraciéon de la maquina y es representada por el par
ordenado (qgi, w), donde ¢; es el estado actual y w € =* es la entrada no
procesada. El simbolo |— es utilizado para indicar el paso de una
configuracién a otra en el AFND. El simbolo |—* es utilizado para la

cerradura transitiva del paso de configuraciones en el AFND.

Una cadena leida es aceptada por un AFD si existen pasos de

configuraciones que procesan la cadena completa y la maquina termina en
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un estado de aceptacion. Una cadena pertenece al lenguaje de la maquina
deterministica si existen transiciones que la llevan del estado inicial a un
estado final. El lenguaje de un AFD M, denotado por L(M), es el conjunto
de cadenas en X* aceptadas por M. Esto es:
L(M) = { w: existe una transicién (s, w) |—* (p, A) con p € F}.

Una cadena de entrada es rechazada si existen transiciones que procesan
la cadena completa y la maquina termina en un estado de no aceptacién. Es
decir, cuando:

(s, w) |—*(p,A)conp ¢ F

El diagrama de estados de un AFD M = (K, X, 3, s, F) es un grafo dirigido
etiquetado G definido por las siguientes condiciones:

i. Los nodos de G son elementos de K.

ii. Las etiquetas en los arcos de G son elementos de .

iii. ses el nodo inicial.

iv. F es el conjunto de nodos aceptantes.

v. Hay un arco del nodo g; a g; etiquetado con a si §(g;, &) = g;.

vi. Para cualquier nodo qi y simbolo a € ¥, hay exactamente un arco

etiquetado con a saliendo de q;.

Dos méaquinas que aceptan el mismo lenguaje se dicen que son
equivalentes.

45



Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Msc. Ing. Martha Fernandez Montafio

Ejercicios
1. Considere el siguiente AFD.
M= (K, Z, 8,s, F)
K ={do, a1}
> ={a, b}
F={a}
q c 3(9,0)
do A Q1
Jo B Jo
01 A 01
01 B do

Encuentre las transiciones para la cadena aba.

2. Considere el siguiente AFD, donde L(M) = (a v b)*bb(a U b)*
M=(K, %35, F)

K ={do, 01, g2}

> ={a, b}

F={qg2}
q o Aq, o)
Jo a Jo
do b g
Ju a Jo
01 b 02
g2 a 02
g2 b g2
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Encuentre las transiciones para las cadenas abab y abba.

3. Construya un diagrama de AFD para cada uno de los siguientes
lenguajes:
a. (ab)*ba
b. aa(aw b)*hb
c. lu)(udu )*

d. Ellenguaje formado por cadenas que tienen un nimero par de a’s
con un alfabeto {a, b}
e. Ellenguaje formado por cadenas que comienzan con aa o terminan

con bb.
3.4 Autématas Finitos Equivalentes

Aunque las representaciones parezcan muy distintas en algunos casos, los
lenguajes que pueden ser representados por los autdmatas finitos
deterministicos AFDs y los autdmatas finitos no deterministicos AFND son

exactamente los mismos.
Teorema: Para todo AFND existe un AFD equivalente.?

El poder obtener un AFND-X a partir de una expresion regular, nos permite

generar un AFD en base al AFND-A, dado como resultado por la

2 Lewis & Papadimitiou Elements of the Theory of Computation p. 60
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metodologia de Thompson. Para poder realizarlo, tenemos dos funciones:
La cerradura lambda de un estado g;, denotada E(q;), esta definida por:
E(qi) ={qj : (qi, ») —* (qj, 1),}, o lo que es lo mismo:
E(ai) = {aj : (ai, w) — (aj, w).}
Y la funcion de transicion por entrada t de un AFND-A es una funcién de
2X x ¥ a 2X, donde Q e 2X definida por:

d(Qi, a) = U E(5(qi, a) ), donde qi € Qi

Los pasos para encontrar el automata finito equivalente, utilizando estas
funciones son los siguientes:
1. Primero, eliminamos las cadenas que pudieran existir en el AFND-A,
M = (K, Z, A, s, F) y obtenemos un autémata equivalente M’ = (K,
%, A’, s°, F’) sin cadenas en las transiciones.
2. Encontramos el estado inicial del AFD equivalente M”* = (K”’, X, 8,
s”’, F”’), mediante s>’ = E(5’).
3. Encontramos el resto de las transiciones del AFD mediante la

funcion de transiciébn por entrada t, donde, comenzando con el
estado inicial encontrado s’’, mediante 3(Qi, a) = U E(g)) :qj e Qiy
(gi,a,qj) e A’

4. Encontramos los estados finales del AFD, que estaran dados por

todos los estados cuya interseccion con los estados finales de M’

no sea vacia, es decir: Qi N F’ = .
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Ejercicio

Construya un AFD a partir de AFND-) obtenidos con anterioridad.

49



Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Msc. Ing. Martha Fernandez Montafio

CAPITULO
4

LENGUA]JES LIBRES
DE CONTEXTO

4.1 Jerarquia de Chomsky

Chomsky clasificé las gramaticas y lenguajes dentro de cuatro familias

jerarquicamente ordenadas como modelos potenciales del lenguaje natural:
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Gramaticas sin restricciones tipo O
Gramaticas sensitivas al contexto tipo 1
Gramaticas libres de contexto tipo 2
Gramaticas regulares tipo 3

Las restricciones colocadas en las reglas aumentan con el tipo al que

pertenece la gramatica. Cada clase de lenguaje en la jerarquia de Chomsky

es acompafiada por el lenguaje generado por una familia de graméticas y

por un tipo de maquina que lo acepta.

Graméticas Lenguajes

Méaquinas

Gramaticas Tipo 0,

graméticas estructura- ] )
Lenguajes recursivamente
frase
» . enumerables
gramaticas sin

restricciones

Maquinas de Turing,
Magquinas de Turing no

deterministas

Gramaticas Tipo 1,
graméticas sensitivas |Lenguajes sensitivos al
al contexto contexto

gramaticas mondétonas

Autdmata lineal

restringido

Gramaticas Tipo 2, o
» _ Lenguajes libres de
graméticas libres de
contexto
contexto

Automata De pila
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Gramaticas Tipo 3,
gramaticas regulares
gramaticas lineales ]
) o Lenguajes Regulares
hacia la izquierda
gramaticas lineales

hacia la derecha

Autémata finito
deterministico,
Autémata finito no

deterministico

Una Gramética sin restricciones es un cuadruple de la forma (V, Z, R, S),

donde:

V es un alfabeto que contiene simbolos terminales y no terminales

Y es un alfabeto que solo contiene simbolos terminales

R es un conjunto finito de reglas

S es un elemento de V llamado el simbolo inicial

Una produccién de una gramética sin restricciones tiene la forma u - v,

donde u e (VUZX)yve (VUZXZ)* Los conjuntos V y X son disjuntos. Una

gramatica estructura-frase G = ( V, X, R, S) es llamada sensitiva al

contexto si cada produccion tiene la forma u 2> v, dondeue (VU Z)*yve

(V U X)* y longitud ( u ) <= longitud( v ). Una regla que satisface esta

condicion es llamada monétona.
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4.2 Gramaticas y Lenguajes Libres de Contexto

Gramatica es el conjunto de reglas que denotan un lenguaje, por lo que las
gramaticas son utilizadas para generar cadenas formadas correctamente
sobre un alfabeto preestablecido. El simbolo de inicio inicia el proceso de
generar cadenas aceptables. Una Gramética Libre de Contexto es un
cuédruple de la forma G =(V, Z, R, S), donde:

V es un alfabeto que contiene simbolos terminales y no terminales

X es un alfabeto que solo contiene simbolos terminales

R es un conjunto finito de reglas

S es un elemento de V llamado el simbolo inicial

XcV

V - ¥ es el alfabeto que solo contiene simbolos no terminales

Una regla es un elemento del conjunto (V - %) x (V)*. La regla (A, w) es
escrita A > w. Dado que la cadena vacia esta incluida en (V)*, A puede
estar al lado derecho de la regla, tal que una regla de la forma A > A es
llamada regla nula o regla lambda. Simbolos terminales son aquellos que
en su descripcion denotan lo que representan. Simbolos no terminales son
variables cuyo valor esta definido por una regla dentro de una gramatica y
deben ser reemplazados por otros simbolos para generar una cadena. Las
convenciones para el uso de simbolos en las reglas son las siguientes:

e Los simbolos terminales en una gramética libre de contexto son

representados por letras mindsculas.
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e |os simbolos no terminales son representados por letras

mayusculas.

Ejercicio

Escriba algunas cadenas que puedan ser generadas por los siguientes

conjuntos de reglas de produccion.

S > aSdd C>Ax
S>A S—>aS
A > bAc S 2> bA
A > bc A > aA
C->aC A->DbC
C->bC

4.2.1 Derivaciones

La manera en que se realiza la generacion de cadenas a través de la
aplicacion de reglas es llamada derivacion. Si tenemos una cadena de la
forma uAv y una regla de la forma A - w, entonces la aplicacion de la regla
en dicha cadena genera o deriva la cadena de la forma uwv, lo cual es
denotado como uAv = uwv, donde el prefijo u y el sufijo v definen el contexto

en el cual el no terminal A ocurre y = es la funcién derivacion.
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Se dice que una gramatica es libre de contexto cuando no existe restriccién
alguna con respecto a la aplicacion de las reglas, es decir, una regla de A
puede ser aplicada en cualquier parte de la gramatica donde aparezca el
simbolo no terminal A de (V - X), por lo que el contexto no establece
limitacion alguna sobre la aplicacion de reglas. Una cadena w es derivada a
partir de v, si podemos realizar derivaciones en una secuencia finita de
reglas que transforma v a w, lo cual es llamado una computacion:
V=SSW=SW, = s =S W =W

que, usando la cerradura reflexiva y transitiva de la funcién derivacion,
puede también representarse como:

VvV =wW*

4.2.2 Lenguajes Libres de Contexto

Un lenguaje es un conjunto de cadenas formadas a partir de un alfabeto. Un
lenguaje generado por la gramatica G es el conjunto de cadenas terminales
derivadas a partir del simbolo inicial.
Sea G = (V, I, R, S) una gramatica libre de contexto.
i. Una cadena w e (V)* es una forma sentencial de G si se
puede conseguir una derivaciébn S =* w a partir de las
reglas en G.
i. Una cadena w € X* es una sentencia de G si se puede

conseguir una derivacion S =* w a partir de las reglas en G.
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iii. El lenguaje de G, denotado como L(G), es el conjunto de

cadenas {w € £*: S =* w}.

Las formas sentenciales son las cadenas derivables a partir del simbolo
inicial de la gramética. Las sentencias son formas sentenciales que
contienen solo simbolos terminales. El lenguaje de una gramatica es el
conjunto de sentencias generadas por la gramética. Un conjunto de
cadenas generadas a partir de un alfabeto X, es llamado lenguaje libre de
contexto si hay una gramética libre de contexto que lo genera. Dos

graméticas son equivalentes si generan el mismo lenguaje.

La recursividad es necesaria en un conjunto finito de reglas para generar
lenguajes infinitos y cadenas de longitud arbitraria y podemos notar que:
e Una regla de la forma A > uAv es llamada directamente
recursiva.
e Si existe una recursividad sobre A, entonces debe existir una
regla A no recursiva para indicar el fin de ésta.
e Un simbolo no terminal A es llamado recursivo si se puede
lograr una derivacién de la forma A =* uAv
e Una derivaciéon de la forma A =* w =* uAv, donde A no es una
subcadena de w, se denomina como indirectamente

recursiva.
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Ejercicio

Sea G =(V, %, R, S), donde:
V={S, A ab}
T ={a, b}
R={S > AA,
A > AAA,
A > bA,
A > Ab,
A > a}

encuentre todas las posibles derivaciones de la cadena ababaa en G.
4.2.3 Arbol de Derivacion o Arbol Parse

Cuando al aplicar reglas en una derivacion se realiza la sustitucién del
primer no terminal de izquierda a derecha, la derivacién es llamada
derivacién mas hacialaizquierda. En caso de que la sustitucion se realice
derecha a izquierda, se llama derivacion mas hacia la derecha. La
caracteristica esencial de una derivacion no es el orden en el cual las reglas
son aplicadas, sino la manera en la cual cada simbolo no terminal es
descompuesto. La descomposicién puede ser representada graficamente

por una derivacion o un &rbol parse.
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Sea G = (V, Z, R, S) una gramatica libre de contexto y S =* w, una
derivacion, el arbol de derivaciéon, AD, de S =* w es un arbol ordenado
que puede ser construido iterativamente como sigue:

I. Inicializar AD con la raiz S.

il. SiS - uiUs...uy con U € V es una regla en G, entonces
agregar uiu.us...u, como el hijo de S en el arbol.

ili. Si A 2 uiUs..uy, con ui € V es una regla de G que
puede aplicarse en la derivacion a la cadena xAv,
entonces agregar uiUous..U, como el hijo de A en el
arbol.

IV. Si A > X es unaregla de G que puede aplicarse en la
derivacion de la cadena xAv, entonces agregar A como

el hijo de A en el arbol.

Ejercicios

1. Disefie los arboles de derivacién para las generaciones de la cadena
ababaa del ejercicio anterior. Distinga entre arboles con derivaciones
mas hacia la izquierda y mas hacia la derecha. Un arbol de derivacion
puede ser usado para producir varias derivaciones que generan la

misma cadena.

2. SeaG=(V, 2, R,S), donde:
V={S, A a, b}
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T ={a, b}

R={S - aSa,
S — aAa,
A > bA,
A — b}

encuentre L(G)

3. SiL(G) ={a"h™cmd?": n > 0, m > 0}, encuentre las reglas de la

gramatica que generan dicho lenguaje.

4. Construya una gramdtica para reconocer la palabras
palindromas que se pueden obtener sobre {a, b}.

5. SeaG=(V, X R,S), donde:

V ={S, a, b}

¥ ={a, b}

R ={S > aSh,
S - aShb,
S

encuentre L(G).

6. SeaG=(V, %, R, S), donde:
V={S,B,ab,c}
¥ ={a,b,c}
R ={S > abShcB,
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SN,
B > bB,
B > b}

encuentre L(G).

7. SeaG=(V,ZX,R,S), donde:
V={S, A anb,c,d}

¥ ={a,b,c,d}
R ={S - abSc,
S>A,
A - cAd,
A > cd}

a) Escriba la derivacion de ababceddcc.

b) Construya el arbol de derivacion para la misma cadena.

C) Defina L(G) usando notacion de conjuntos.

8. SeaG=(V,Z R,S), donde:
V={S, A B,a b}
Y ={a, b}
R={S > ASB,
S >,
A > aAb,
A,
B - bBa,
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B > ba}
a) Dé una derivacion mas hacia la izquierda de aabbba.
b) Dé una derivacién mas hacia la derecha de abaabbbabbaa.

C) Construya el arbol de derivacion para las derivaciones de

las dos cadenas anteriores.

d) Defina L(G) usando notacion de conjuntos.

4.3 Transformacion de Gramaticas

Se pueden realizar varias transformaciones en las gramaticas, para
implementarlas més faciimente. En cada transformacién de G se debe

conseguir una gramatica G’ equivalente.

4.3.1 Eliminacion de Recursividad del Simbolo

Inicial

La primera transformacién que se aplica sobre una gramatica, se establece
sobre el simbolo inicial. Una regla recursiva de la forma S - uSv, permite
que el simbolo inicial aparezca en varios pasos de la derivacion. Lo que
buscamos es encontrar G’, tal que no existan derivaciones recursivas sobre
S.
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Sea G = (V, Z, R, S) una gramaética libre de contexto. Hay una gramatica G’
=(V’, £, R’, S’) que satisface
i. L(G)=L(G)
ii. Lasreglas de R’ son de laforma:
A > w.
donde A e (V' -Z)yw e (V' -{S’Hh*
Entonces tenemos que:

a. Si el simbolo inicial S no aparece en el lado derecho de una
regla de G, entonces G’ = G.

b. Si S es una variable recursiva, la recursividad del simbolo
inicial debe ser eliminada, lo cual se realiza agregando una
regla de la forma S’ = S, creando un nuevo simbolo inicial
S’, de modo que G’ = (VU {S’}, X, RU{S 2> S}, $). Las
dos graméticas generan el mismo lenguaje, ya que si u, una
cadena cualquiera, derivable en G por una derivacion S =*
u puede ser obtenida por la derivaciéon S =* Su.

Ejercicios

Para las siguientes gramaticas, encuentre una gramatica G’, donde no
exista recursividad sobre el simbolo inicial.
1. G=(V,Z%,R,S), donde:

V={S,AB,Cab,c}

¥ ={a,b,c}
R={S > aS,
S 2> AB,
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S 2> AC,
A > aA,
A,
B > bB,
B > bs,
C - cC,
C>A}

2. G=(V,Z,R,S), donde:
V={S,AB,Cab,c}
> ={a, b, c}

R={S > ABC,
S2>A,
A > aA,
A a,
B - bB,
B->A,
C > cC,
C~> A}

3. G=(V,Z,R,9), donde:
V={S, A B,a b}
T ={a, b}
R={S > BSA,
S>A
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A > aA,
A,
B - Bba,
B>A)

4. Para la gramética siguiente, obtenga la derivacién mas hacia la
izquierda de aaaa.
G=(V,Z R,S), donde:
V={S, A B,a,b}

¥ ={a, b}

R ={S > BSA,
S - aB,
B - bB,
B>}

Encuentre el lenguaje generado por la gramatica y expréselo
utilizando una expresion regular.

5. Para la siguiente gramatica obtenga la derivacion mas hacia la
izquierda de la cadena aaaa.

G=(V, 2, R,S), donde:
V={S, A B,a,b}

T ={a, b}

R ={S > SaB,

S > Sa
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S—>aB

S>a

B> bB

B->b

Encuentre el lenguaje generado por la gramatica y expréselo

utilizando una expresion regular.

4.3.2 Eliminacion de Reglas Lambda

Una variable que puede derivar la cadena nula es llamada variable
anulable. La longitud de una forma sentencial puede ser reducida por la
aplicacién de una regla lambda. Una gramatica sin variables anulables es
llamada gramatica no contractable, ya que la aplicacién de una regla no
puede reducir la longitud de la forma sentencial. Para obtener una gramatica
sin reglas lambda, primero tenemos que encontrar las variables anulables,
para ello utilizamos el siguiente algoritmo:

Construccién del Conjunto de Variables Anulables
Entrada: Gramatica libre de contexto G = (V, £, R, S)
VNUL={A:A> i eR}
repetir

a. BUFF = VNUL
b. para cada variable A € (V - 3):
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si hay unaregla de laforma A > wyw
€ BUFF* entonces
VNUL = VNUL U {A}
hasta que VNUL = BUFF;

Ejercicio

Encuentre las variables anulables de las siguientes gramaticas:

1. G=(V,Z,R,S), donde:
V={S,AB,C,anb,c}
¥ ={a,b,c}

R={S > ACA,
A > aAa,
A > B,
A->C,
B - bB,
B->b,
C>cC,
C> A}

2. G=(V,Z R, S), donde:

V={S,Aa, b}
Y ={a, b}
R={S > SaA,

S > aA,
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A > bA,
AL}

3. G=(V,2,R,S), donde:
V={S,Aa, b}
T ={a, b}
R={S > aS,

S > AC,
S > AB,
A > aA,
A,

B - cB,
B > A,

C - bC,
C - bs}

Una gramatica con reglas lambda es contractable. Para construir una
gramatica no contractable se debe agregar reglas para generar las cadenas
cuyas derivaciones en la gramatica original requieran la aplicacion de reglas

lambda.

En una regla, puede aparecer una variable A anulable en la derecha, como
en:
B - aAB,

AN,
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A > bC
En la derivacion de cadenas, al usar la regla B, para la variable A puede
utilizarse la regla lambda o la otra regla A, que es una cadena y por lo tanto
no reduce la longitud de la cadena derivada. Anticipandose al uso de la
regla lambda, podemos afiadir la regla:

B> aB
a la gramética, y podemos anular la regla lambda. Las reglas equivalentes
resultantes son:

B 2 aAB,

B> aB,

A > bC

Si en las reglas, aparecen dos variables anulables a la derecha, se
necesitan tres reglas adicionales para poder eliminar la regla lambda. Por
ejemplo, tenemos las siguientes reglas en una gramética:

B - aABbA,

AN,

A > bC
Al utilizar la regla B, una variable A, ambas variables A, o ninguna de ellas
puede después derivarse con la regla lambda. Teniendo en cuenta todos los
casos posibles, debemos afiadir las siguientes reglas para poder eliminar la
regla lambda:

B - aBbA,

B - aABb,

B > aBb
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Las reglas equivalentes resultantes son:
B > aABbA,
A - bC,
B - aBbA,
B > aABb,
B > aBb

Los pasos antes mencionados nos permiten eliminar reglas lambda de una
gramatica G y nos dan como resultado una gramatica G’ donde se cumple

que L(G) = L(G"), y por lo tanto, las dos gramaticas son equivalentes.

La Unica regla lambda que no puede eliminarse de una gramaticaes S 2 A,
ya que esta regla esta presente siempre que A sea una cadena del lenguaje,
es decir A € L(G), y no existe otra forma de generar la cadena A a partir de
una gramatica. Si una gramética contiene la regla S > A, pero no tiene
ninguna otra regla lambda, es llamada una gramatica esencialmente no

contractable.

La gramatica obtenida a partir de G por la remocion de reglas lambda es
denotada como G.. Sea G = (V, X, R, S) una gramatica libre de contexto,
entonces existe un algoritmo para construir una gramatica libre de contexto
equivalente G = (V, 2, Ry, Si) que satisface:

I. L(GL) =L(G).

ii. S_es una variable no recursiva.
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lii. A>LestaenR siysolosiieL(G)yA=
SL.

Ejercicio

Encuentre G para las siguientes gramaticas:

1. G=(V,Z,R,S), donde:
V={SABCanbc}
¥ ={a,b,c}

R={S > ACA,
A > aAa,
A-> B,
A->C,

B - bB,
B> b,
B>,
C>cC,
C> A}

2. G=(V,Z R, S), donde:
V ={S, B, a, b}
T ={a, b}
R={S > SaB,
S > aB,
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B > bB,
B> A}

3. G=(V,%,R,S), donde:
V={S,AB,C,a,b,c}
> ={a, b, c}

R={S > aS,
S > AB,
S > AC,
A > aA,
A,
B - bB,
B - bS,
B>,
C>cC,
C> A}

4.3.3 Eliminacion de Reglas de Cadena

Cuando aplicamos la regla de la forma A > B no se incrementa la longitud
de la cadena derivada y tampoco se producen simbolos terminales
adicionales, sino que simplemente se cambia de nombre a una variable, Las

reglas de esta forma son llamadas reglas de cadena. El remover las reglas
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de cadena requiere la adicién de reglas que permitan a la gramatica
revisada generar las mismas cadenas. Esto se obtiene, de la misma manera
que con las reglas lambda, reemplazando en las reglas las derivaciones

posibles que se tendrian al usar las reglas de cadena.

La regla de cadena A - B indica que cualquier cadena que puede derivarse
a partir de la variable B también puede derivarse a partir de A. Por lo tanto,
la regla de cadena puede ser eliminada agregando reglas A que
directamente generen las mismas cadenas que las reglas B, es decir que
una regla A > w puede ser agregada por cada regla B > w y eliminar la

regla de cadena.

Por ejemplo, si tenemos las siguientes reglas en una gramatica:
A > aA
A->a
A->B
B > bB
B->b
B>C
Y afiadimos las reglas anteriormente indicadas, obtenemos:
A > aA
A->a
A > bB
A>b
A->C
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B > bB

B->b

B->C
pero esto generd una nueva regla de cadena, que puede ser eliminada
repitiendo el procedimiento anterior, o podemos primero encontrar la
cadena de simbolos equivalentes, para luego eliminar las reglas de
cadena.

Podemos encontrar esta cadena de simbolos equivalentes, utilizando el

siguiente algoritmo:

Construccion del Conjunto CADENA(A)
Entrada: Una gramética libre de contexto esencialmente no
contractable G. = (Vi, Zi, R, S1)
1. CADENA(A) = {A}
2. BUFF ={}
3. repetir:
. OTRO = CADENA(A) — BUFF
ii. BUFF = CADENA(A)
iii. para cada variable B € OTRO:
para cada reglaB - C:
CADENA(A) = CADENA(A) U {C}
hasta que CADENA(A) = BUFF

73



Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Msc. Ing. Martha Fernandez Montafio

Ejercicio

Para las siguientes reglas de una gramatica G, encuentre CADENA(A)

S > ACA

S>CA

S > AA

S> AC

S>A

S>C

S>A

A > aAa

A > aa

A->B

A->C

B> bB

B>b

C->cC

C>c
Sea G. = (Vi, 2L, RL, SL) una gramatica libre de contexto esencialmente no
contractable, entonces existe un algoritmo que construye una gramatica
libre de contexto equivalente G¢, que satisface:

i. L(Gc)=L(Gy)
ii. Gc no tiene reglas de cadena.

74



Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Msc. Ing. Martha Fernandez Montafio

Las reglas A de Gc¢ son construidas a partir del conjunto CADENA(A) y de
las reglas de G.. La regla A = w estd en Rc si hay una variable B y una
cadena w que satisface.

i. B e CADENA(A)

i. B2>weRL

ii. we (VL-X)
Las variables, el alfabeto y el simbolo inicial de G¢ son los mismos
que en G.
Ejercicio

Construya G¢ para la gramatica siguiente:
G=(V,Z,R,YS), donde:
V={SABCanbc}
> ={a, b, c}
R={S > ACA,

S > CA

S > AA,

S > AC,

S>A

S->C,

S>A,

A > aAa,

A - aa,

A > B,
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A > C,
B - bB,
B> b,
C - cC,
C->c}

4.3.4 Eliminacion de Simbolos Inutiles

Un terminal es usado si aparece en una cadena en el lenguaje G. Una
variable es usada si aparece en una derivacion que iniciando con el simbolo
inicial genera una cadena terminal. Es decir, la variable debe aparecer en
una forma sentencial de la gramatica y dicha forma sentencial debe terminar
en una cadena terminal. Un simbolo que no genera cadenas terminales se

dice que es un simbolo inutil.

Podemos utilizar el siguiente algoritmo para hallar las variables usadas y
eliminar las indtiles:
Construccion del Conjunto de Variables que Derivan Cadenas
Terminales
Entrada: Una gramética libre de contexto esencialmente no
contractable G = (Vi, Zi, R, S.)
1. TERMINAL ={A:hayunaregla A > w e Rconw e =*}
2. repetir
i. BUFF = TERMINAL

ii. para cada variable A € (V -X):
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si hay unaregla A de la forma A > w
yw e (BUFF U X)* entonces:
TERMINAL = TERMINAL v {A}
hasta que BUFF = TERMINAL
Las variables que no se encuentran en TERMINAL son indtiles y se las

puede eliminar, ya que no generan ninguna cadena del lenguaje.

Sea G = (V, %, R, S) una gramatica libre de contexto, entonces existe un
algoritmo que construye una gramatica libre de contexto Gr = (V1, Zr, R, S1)
que satisface:
i. L(Gt)=L(G)
ii. Cada variable en Gy deriva una cadena terminal.
De este modo, se obtiene una gramatica sin simbolos indtiles, con las
siguientes caracteristicas:
Vr=TERMINAL U Z 1
Rr={A2>W:A2>weR Aec(Vr-Z)ywe (V7)*}

Yr={a e X:aocurre en el lado derecho de Rt}

Ejercicio

Para la siguiente gramatica obtenga Gt
G=(V, %, R,S), donde:

V={S,A B,CD,EFabc}

¥ ={a,b,c}

R={S > AC,
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S 2 BS,
S>B,
A > aA,
A > aF,
B > CF,
B->b,
C - cC,
C > D,
D - aD,
D - BD,
D->C,
E > aA,
E > BSA,
F - bB,
F-> b}

4.3.5 Eliminacion de Variables no Alcanzables

Una gramética puede contener reglas que no son utilizadas, debido a
gue las variables no terminales utilizadas en el lado izquierdo de dichas
reglas, no son utilizadas en derivaciones que se inician en el simbolo
inicial S. Dichas variables son llamadas variables no alcanzables, y son
inGtiles en el gramatica. Para encontrar las variables que si son

alcanzables y eliminar las otras, podemos utilizar el siguiente algoritmo:

78



Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Msc. Ing. Martha Fernandez Montafio

Construccion del Conjunto de Variables Alcanzables
Entrada: Una gramatica libre de contexto esencialmente no
contractable G = (Vi, 2, Ry, Su)

1. ALCANZA ={S}
2. BUFF={}
3. repetir
i. OTRA = ALCANZA - BUFF
i. BUFF = ALCANZA
iii. paracada variable A € OTRA:
para cadaregla A > w:
ALCANZA = {ALCANZA U {B:B
ocurre en el lado derecho de Ay B
e (VL-Zu)}
hasta que ALCANZA = BUFF

Sea G = (V, Z, R, S) una gramatica libre de contexto, entonces existe un
algoritmo que construye una gramética libre de contexto Gy = (Vu, Zu, Ru,
Su) que satisface:

i. L(Gu)=L(G)

ii. Gy no tiene simbolos indtiles.
El remover simbolos indtiles parte con la construccion de Gr a partir de G.
Posteriormente se aplica el algoritmo para generar las variables de Gr que

son alcanzables desde el simbolo inicial. Todas las reglas de Gt que hacen

79



Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Msc. Ing. Martha Fernandez Montafio

referencia a variables no alcanzables desde S son borradas para obtener
Gu:

Vuy = ALCANZA U Zu

Ru={A>W:A>weRr,Ae (Vu-Zu)yw e (Vu)*}

Yy ={a € X : aocurre en el lado derecho de las reglas en Ry}

Ejercicio
1. Para la gramatica Gt obtenida previamente, obtenga Gy
2. Para la siguiente gramatica, elimine los simbolos inutiles.

G=(V,Z,R,S), donde:
V ={S, A B,a b}

T ={a, b}

R={S = a,
S > AB,
A > b}

4.3.6 Forma Normal de Chomsky

Una forma normal es descrita por un conjunto de condiciones que cada
regla en la gramatica debe satisfacer. La forma normal de Chomsky
establece restricciones sobre la longitud y composicion del lado derecho de
la regla. Una gramatica libre de contexto G = (V, X, R, S) esta en la forma

normal de Chomsky si cada regla tiene una de las siguiente formas:
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i. A->BC
i. A>a
ii. S>2,
donde B, C € (V- {S} - 2).
El &rbol de derivacion de una gramética en la forma normal de Chomsky es

un arbol binario.

Sea G = (V, %, R, S) una gramatica libre de contexto, entonces existe un
algoritmo para construir una gramatica G’ = (V’, £', R’, S’) en la forma
normal de Chomsky que es equivalente a G, si y solo si G cumple con:

i. Elsimbolo de inicio de G no es recursivo

ii. G no contiene reglas lambda diferentesa S > A

iii. G no contiene reglas de cadena

iv. G no contiene simbolos indtiles

v. G no contiene variables no alcanzables

Una regla satisface las condiciones previas si tiene la forma:
S>A,
A->ao
A>w,
donde w e (V - {S})* y longitud(w) > 1.

El conjunto R’ es construido a partir de las reglas de G, de la siguiente

manera.
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Sea A > w una regla con longitud(w) > 1. La cadena w puede contener
simbolos terminales y no terminales, entonces, para eliminar los simbolos
terminales, se agrega un nuevo simbolo y una nueva regla, cuya funcién es

cambiar el nombre del simbolo terminal por el de un simbolo no terminal.

Por ejemplo, si tenemos la siguiente regla en una gramatica:
A > bDcF
Introducimos un nuevo simbolo no terminal por cada terminal de la regla:
A > B’DC’F
B’>b
C>c
Luego, las reglas resultantes con mas de dos simbolos no terminales en su
lado derecho, debe ser divididas de modo que solo queden dos, segun las
condiciones de la forma normal de Chomsky, de la siguiente manera:
A->BT
T,-> DT»
T,> CF

Ejercicio

Para las siguientes graméticas, encuentre la forma normal de Chomsky:
1. G=(V,Z,R,S), donde:

V={S AB,C,abc}

¥={a,b,c}

R ={S > aABC,
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S>a,

A > aA
A~ a,

B - bcB,
B - bc,
C - cC,
C->c}

2. G=(V,Z,R,S), donde:
V={S,ATab+()}
z={ab,+ ()}

R={S > A+T,
S>b,
S> (A
A > A+T,
A->b,
A-> (A
T->b,
T> (A}

4.3.7 Eliminacion de Recursividad a la Izquierda

Consideremos las derivaciones usando las reglas A > Aay A 2> b. La
aplicacién repetitiva de la regla directamente recursiva A > Aa, que por

tener el simbolo no terminal en el extremo izquierdo de la cadena de la
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derecha de la regla, es una recursividad a la izquierda, produce cadenas
de la forma Aa', donde lo que se consigue es la repeticién de a un nimero
arbitrario de veces o sea a*. La derivacion de cualquier cadena generada de
este modo, termina con la aplicacion de la regla no recursiva A = b,

generando esto ba*.

Para eliminar la recursividad a la izquierda se requiere la adicién de un
simbolo no terminal a la gramatica. Este simbolo introduce un conjunto de
reglas recursivas hacia la derecha, lo cual causa que la recursividad ocurra

en el simbolo mas hacia la derecha en las derivaciones.

Para eliminar la recursividad a la izquierda, las reglas A son divididas en dos
categorias: las reglas recursivas y las reglas que no representan
recursividad a la izquierda. Las reglas recursivas tienen la siguiente forma:
A-> AU1
A-> AUz

A > Au;

y las reglas sin recursividad tienen la forma:
A>vg
A->v;

A-> Vk
en las cuales, vi no tiene un simbolo no terminal como primer simbolo de la

cadena.
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Las reglas sin recursividad no cambian. Pero se afiaden otras reglas que
trasladen la recursividad hacia la derecha, usando las mismas cadenas v;
con el nuevo simbolo no terminal Z, para poder eliminar las reglas con
recursividad a la izquierda.

A-> V1

A > V2

A%Vk
A%Vlz
A%sz

A-> VkZ
Si existen reglas con una secuencia de u;’s, estas son generadas por las
reglas del nuevo simbolo no terminal Z, utilizando recursividad a la derecha:
Z-> Ulz
Z>uZ

Z%sz
Z>u

29U2

Z%Uj
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Ejercicio

Elimine la recursividad a la izquierda de las siguientes gramaticas:
1. G=(V,Z,R,S), donde:
V ={S, a, b}
T ={a, b}
R={S > Sa,
S > b}

2. G=(V,Z R, S), donde:
V={S, a,b,c}
¥={ab,c}

R={S > Sa,
S - Sbh,
S>b
S>c}

3. G=(V,Z,R,Y9), donde:
V={S, A anb,c}
¥={a,b,c}

R={S > SA,
S > AS,
S>a,
A b,
A->c}
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4.3.8 Forma Normal de Greibach

Una gramatica libre de contexto G = (V, X, R, S) esta en la forma normal de
Greibach si cada regla tiene una de las siguientes formas:

i. A aAlA. Ay

i. A>a

ii. S>A
dondeaeXyAie(V-{S}-X)parai=1,2,...,n

Sea G = (V, Z, R, S) una gramética libre de contexto. Entonces se pueden
transformar las reglas para que cumplan con las condiciones de la forma
normal de Greibach, y obtener una gramética G’ equivalente. Por ejemplo, si
las siguientes son reglas de una gramatica:

A > uBv

B > wi,

B 2> wy,

B > wh
Donde u, v, wj € Z*.
Para eliminar el uso de simbolos no terminales en medio de las cadenas de
la derecha de las reglas, se debe afadir las reglas:

A 2 uwy,

A 2 uwy,
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A2 Uuwpy,

Consiguiendo una gramatica G’ = (V, X, R’, S) equivalente a G.

Ejercicio

Para la siguiente gramatica construya las formas normales de Chomsky

y Greibach
1. G=(V,Z,R,S), donde:
V ={S, B, a, b}
T ={a, b}
R={S > SaB,
S = ab,
B > bB,
B>}

4.4 Obtencion de Lenguajes a partir de

Gramaticas

La obtencién de un lenguaje generado a partir de una gramatica, se realiza
a través del andlisis de todas las combinaciones posibles que se pueden
obtener a partir de la gramética:

Por ejemplo, sea la gramatica G, obtenemos el lenguaje que genera:
G=(V,Z,R,S), donde:
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V={S, A ab,c}

¥ ={a,b,c}

R={S - aSa,
S = aBa,
B > bB,
B > b}

La regla S > aSa genera en forma recursiva un numero igual de «’s tanto al
principio como al final de la cadena, hasta que se aplica la regla S - aBa,
por lo que las cadenas generadas tendran por lo menos un par de a’s. El
simbolo no terminal B, genera en el medio de la cadena mediante la regla
recursiva B 2 bB, cualquier nimero de de b’s, pero por lo menos una,

mediante la regla B = b. La gramética expresada en notacién de conjuntos

esL(G)={@abm™a":n>1,m=>1}
Ejercicio
Para las siguientes graméticas, obtenga el lenguaje que generan y

expréselo en notacién de conjuntos:

1. G=(V,Z,R,S), donde:

V=S, a, b}

S ={a, b}

R ={S > asSh,
S - asShb,
s>}
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2. G=(V,%,R,S), donde:

V ={S,B,a,b,c}

>={a,b,c}

R ={S > abScB,
S2>A,
B - bB,
B > b}

4.5 Obtencion de OGramaticas a partir de

Lenguajes

Existen tres metodologias para construir gramaticas:

1. Analizando el lenguaje que genera, cuando este se encuentra en
notacion de conjuntos.

2. Partiendo de las reglas para el simbolo inicial e ir construyendo las
demas reglas hasta llegar a reglas con solo simbolos terminales a la
derecha (de arriba hacia abajo).

3. Partiendo de las reglas con simbolos terminales a la derecha e irlas
integrando hasta llegar a las reglas del simbolo inicial (de abajo

hacia arriba).

Por ejemplo si el lenguaje L(G) = {a"h™c™d?" : n > 0, m > 0}, encontrar G. Las
repeticiones de «’s al principio de la cadena y de d’s al final, indican que se

tienen que construir reglas recursivas, en que el nimero de d’s sea el doble
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qgue el de a’s. Paralas b’s y ¢’s, las cuales son generadas en igual nimero y
repetitivamente, se debe construir otra regla recursiva. Por tanto, para las
a’s'y d’s tendremos la regla:

S 2> aSdd,
Ahora requerimos de un punto de salida y como n > 0, indica que las a’s y
d’s no necesariamente tienen que estar presentes, pero como m > 0, la otra
parte de las cadenas si debe estar presente. Entonces tendremos una regla
de la forma:

S>A.
Para tratar la parte restante tendremos dos reglas, una recursiva y otra que
indica el punto de salida:

A > bAcy

A - bc.

Ejercicios

1. Una cadena w es palindroma si w = wR. Construya una gramatica que

acepte las cadenas palindromas generadas a partir de {a, b}.

2. Construya una gramatica para expresiones donde se involucre

multiplicacion, division suma y resta.

3. Construya una gramdtica para expresiones, donde ademas de
involucrar las operaciones antes mencionadas, se involucre operaciones

I6gicas y de relacion.
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4. Construya una gramatica para LEX, donde los terminales son:
Conjuntos, Definiciones, Operadores, Acciones, Comentarios Yy
Caracteres.

4.6 Gramaticas Regulares y Autéomatas Finitos

4.6.1 Gramaticas Regulares

Una gramatica regular es una gramatica libre de contexto, en la que cada
regla tiene una de las siguientes formas:

i. A>w

i. A>wB

ii. A2,
donde A, B € (V- X) yw € Z*. Un lenguaje es regular, si puede ser

generado por una gramatica regular.
Ejercicios

1. Indique cuales de las siguientes gramaticas son regulares y cuales no.
a G=(V,I,R,S), donde:
V={S, A B, a b}
T ={a, b}
R={S > AB,

92



Teoria de Autématas y Lenguajes Formales

Msc. Ing. Martha Fernandez Montafio

A > aA,
A a,
B - bB,
B>\

b. G=(V,Z,R,S), donde:

V ={S, B, a, b}

T ={a, b}

R={S > aS,
S > aB,
B > bB,
B> A}

c. Construya el arbol de derivacion para la cadena ababaaa para

ambas gramaéticas.

2. Construya una gramética regular que genere el lenguaje de la

gramatica:
G=(V, I, R,S), donde:
V ={S,B, a, b}
Y ={a, b}
R ={S > abSA,
SS>N,
A > Aa,

A2}
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4.6.2 Gramaticas Regulares y Autématas Finitos

Sea G = (V, I, R, S) una gramatica regular, definimos el AFND M = (K, X, A,
s, F) como sigue:
i. K=(V-3)ulif}
li. (A a,B)eAsiA>aBeR
(A,a,f)eAsiA>aeR
i. F={A:A>AeR}uU{f}
Y encontramos que L(M) = L(G).

Ejercicios

1. Dadas las siguientes gramaticas, obtenga un AFND y una expresién

regular que denote el lenguaje.

a. G=(V, X, R,S), donde:
V={S, A a, b}
T ={a, b}
R={S > asS,
S > aA,
A > bA,
A > b}
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b. G=(V,Z, R, S), donde:
V={S, B,Zahb}
Y ={a, b}
R={S > aS,
S - bB,
S 2> az,
B - bB,
B>,
ZoON
C. G=(V,Z, R, S), donde:
V ={S,B, a, b}
Y ={a, b}
R={S > aS,
S - bB,
S>a,
B - bB,
B>A}
d. G=(V, I, R,S), donde:
V={SB,Cabc}
¥ ={a,b,c}
R ={S > bS,
S > ¢S,
S > aB,
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2.

S>1,
B > aB,
B > cS,
B > bC,
B>A,
C - aB,
C > bs,
C>}

Para las siguientes expresiones regulares encuentre una gramatica que

genere el lenguaje denotado por dicha expresion regular:
a) (buab)*(@uir)
b) (ab)*ba

Para el siguiente AFND construya una gramética regular y escriba una

expresion regular para L(M)

7 i i ™y r ::’" =
f\_\(_l—"__ :jl-l:if ﬂk\ ip-"’ I{ L“[:Z:_:’jl:;l
h i '\ ,a'[ h

96



Teoria de Autématas y Lenguajes Formales Msc. Ing. Martha Fernandez Montafio

4.7 Ambigiiedad

Sea G = (V, X, R, S) una gramaética libre de contexto. Una cadena w esta en
L(G) si y solo si, existe una derivacion mas hacia la izquierda de w a partir
de S. Una gramaética libre de contexto G es una gramatica ambigua si hay
una cadena w € L(G) que pueda ser derivada de dos o mas formas distintas
utilizando derivaciones mas hacia la izquierda. Una gramatica que no es

ambigua es denominada gramatica sin ambigtedad.

Ejercicios
1. Sea la gramatica
G=(V,Z, R, S), donde:
V={S, a}
> ={a}
R={S > aS,
S > Sa,
S—>a}

a. Determine si aa es elemento de L(G).
Determine si la gramatica es ambigua.

c. Escriba una gramética no ambigua que reconozca
L(G).
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2.

Determine si la siguiente graméatica es ambigua o no.
G=(V,Z, R, S), donde:
V = {S, if EXP, then INS, else INS}
> = {if EXP, then INS, else INS}
R = {S - if EXP then INS,
S = if EXP then INS else INS}

Determine si la siguiente gramatica es ambigua
G =(V, Z, R, E), donde:
V={Eid, + * (,), ab,c d}
T ={++%1(), ab,c,d}
R ={E > E+E,

E > E+E,

E> (E),

E - id,

id-> a,

id > b,

id > c,

id > d}

pruebe con a+bxc+(d+a) y escriba una gramatica no ambigua.
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4.8 Autéomatas de Pila (Pushdown)

Los lenguajes regulares son aquellos lenguajes generados por gramaticas
regulares y aceptados por un autémata finito. Los lenguajes no regulares
necesitan una memoria adicional en forma de pila. Un autémata de pila es

una maquina de estados finitos que incluye una pila.

Un autdmata de pila es un sextuple (K, X, T, A, s, F), donde:
K es un conjunto finito de estados
¥ es un conjunto finito de simbolos llamado el alfabeto de entrada
I" es un conjunto finito de simbolos llamado alfabeto de pila
s es el estado inicial
F < K es el conjunto de estados finales
A es una relacién de transicién de ((K x 2* x I'*) x (K x I'®)).
Un AP tiene dos alfabetos: un alfabeto de entrada X a partir del cual las
cadenas de entrada son construidas y un alfabeto de pila cuyos elementos
son almacenados en una pila. Las caracteristicas de la pila son las
siguientes:
e Lapila es representada como una cadena de elementos.
e El elemento en el tope de la pila es el simbolo mas hacia la izquierda en
la cadena, representando al Ultimo simbolo en entrar a la pila.
e Las cadenas de simbolos de la pila son representadas por letras griegas

e Una pila vacia es denotada con A.
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Las transiciones son de la forma:
((@.a,a), (p.B)) € A
y representan la operacion de un autémata de pila al leer el simbolo a,

asegurandose que la cadena en el tope de la pila es a y cambiandola por B.

Un AP puede ser representado por un diagrama de estados, donde las
etiquetas en el arco indican el simbolo de entrada y la operacion en la pila.
La transicién ((q,a,a), (p,B)) es representada como a, o/f3, donde el simbolo

/ indica el remplazo de o por B en el tope de la pila.

Las dos operaciones de pila, push (meter), y pop (sacar), pueden
representarse como:

((g, &, a), (g, 1)) pop (sacar)

((g, A, A), (g, @)) push (meter)
En estos casos, como el simbolo de entrada es A, la transicién no procesa
un simbolo de entrada, por lo tanto, la transicién saca o mete el simbolo de
la pila a sin alterar el estado o la entrada.

También podemos tener las transiciones:

((g, &, a), (a, 1)) pop (sacar)

((a. a, 1), (q, a)) push (meter)
En estos casos, como el simbolo de entrada es a, la transicién mete en la
pila el simbolo leido, o busca en el tope de la pila el mismo simbolo que lee

para sacarlo de la pila.
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La transicion:

((a. a, 1), (0, 1))
corresponde a la transicion de un autdmata finito, porque su aplicacion

depende exclusivamente del estado y simbolo de entrada.

La configuraciéon de un AP esta representada por un triple:
(@ w, o)
donde g representa el estado actual, w es la cadena por leer, y a es la

cadena en el tope de la pila.

La funcion paso de configuracion:

(qi! W, a) |_ (qh v, B)

se da, solo si:
W=uvy
(@i, u, @), (95, B)) € A
Entonces, el simbolo |— representa una secuencia de transiciones. La

cerradura reflexiva y transitiva del paso de configuracién se representa
por |—*. La computacion de un AP es una secuencia de configuraciones
comenzando la maquina con el estado inicial y la pila vacia. Una cadena w
es aceptada por un autbmata de pila si:
(s, W, A) " (a, 2, A);q e F

si comenzando en el estado inicial s, con la cadena w completa por procesar
y con la pila vacia, alcanza un estado final, leyendo toda la cadena y con la
pila vacia. El lenguaje de M, denotado L(M), es el conjunto de cadenas

aceptadas por M.
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Una cadena es rechazada por el autémata de pila en los siguientes casos:

e Si una operacién procesa toda la cadena de entrada y termina en un
estado de no aceptacion.

e Si hay una operaciéon que no completa el procesamiento de la cadena
de entrada.

e Una operacién que procesa la cadena de entrada por completo pero

gue no termina de vaciar la pila.

Por ejemplo, consideremos un AP que acepta el lenguaje {a'b' : i > 0}, de tal
forma que el simbolo de entrada a, causa que a entre a la pila y el simbolo
de entrada b saque un elemento del tope de la pila. El lenguaje genera
todas las cadenas de un nimero de a’s seguido por un nimero igual de b’s.
Entonces si w = aabb, el AP es el siguiente:
M=(K, 2T, A S F)

K ={do, a1}

T={a,b}

I' ={a}

F = {0, a1}

A={((q, a, 1), (qo, @),

((9o, b, @), (a1, 1))}

Las transiciones para la cadena aabb son:

(qo, aabb, 1) |— (qo, abb, @) |— (do, bb, aa) |— (. b, a) — (qu, 2, 2)
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ya que gl es estado final, la cadena se lee completa y la pila queda

vacia, la cadena aabb es aceptada.

Un AP es no deterministico si hay mas de una transicién aplicable para la

combinacion estado, simbolo de entrada y tope de la pila.

Ejercicio

Sea el AP que acepta el lenguaje {wcw®R : w € {a, b}* }. Los simbolos del pila
son a y b, los cuales indican la lectura de los simbolos de entrada a y b,
respectivamente. Entonces:
M=(K, 2 T,A s F)
K ={0o, a1}
>={a,bc}
[ ={a, b}
F={a:}
A={((q, &, 1), (qo, )),
((9o, b, ), (0o, b)),
(90, ¢, 2), (a1, 1)),
(91, a, @), (qu A)),
((qu, b, b), (a1, )}
a) Construya el diagrama de estados de M
b) Escriba los pasos de configuracion para la cadena abcba

c) Muestre que aca y bch € L(M).

d) Muestre que acb y bca ¢ L(M).
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Un AP es deterministico si hay una sola transicién que es aplicable para
cada combinacién de estado, simbolo de entrada y tope del pila. Dos
transiciones ((qi, u, a), (@, B)) € Ay ((gi, v, %), (G 7)) € A son llamadas
compatibles si cualquiera de las siguientes condiciones es satisfecha:

usvya=rx

USVYOQ=A0y=A

A=y YyU=A0OV=2A

U=AOV=AYa=A0y=A

Ejercicios

1. SeaL={a:i>0}u{ab :i=>0}un lenguaje que acepta a’s o igual
namero de a’s y b’s, con las b's siguiendo las a's. La pila del AP que
acepta L lleva un contador de a’s procesadas hasta que una b es
encontrada o toda la cadena de entrada es procesada y luego se

controla que el nUmero de b’s que se procese sea igual al nUmero de a’s

en la pila.
M=(K, 2 T,A S F)
K ={do, a1, 92}
> ={a, b}
' ={a}
F = {01, g2}

A={((qo, &, 1), (o, @),
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((Qo, b, @), (1, 1)),
((@0, 2, 1), (G2, 1)),
((a1, b, @), (qu, 1)),
(G2, 2, @), (92, 1))}
a) Escriba el diagrama de estados de M
b) Escriba los pasos de configuracién para las cadena aaaa y
aabb

2. Lamaquina M acepta el lenguaje L = {alb' : i > 0} por estado final y por
pila vacia.
a) Dibuje un diagrama de transicion de estados de un AP que acepte L
por pila vacia.
b) Dibuje un diagrama de transicién de estados de un AP que acepte L

por estado final.

4.8.1 Automatas de Pila y Lenguajes Libres de

Contexto

Existe una correspondencia entre las operaciones de un autdmata de pila
como reconocedor de un lenguaje libre de contexto y las derivaciones en
una gramatica libore de contexto. Para poder ver como un AP puede
reconocer una gramatica libre de contexto consideramos lo siguiente:

e Las reglas de la gramética son usadas para generar las transiciones de

un AP equivalente.
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e Sea L un lenguaje libre de contexto y G una gramatica en la forma
normal de Greibach donde L(G) = L.

e Lasreglas de G, excepto S = A, tienen la forma A 2> aAiA; ... An.

e En una derivacion de mas hacia la izquierda, las variable A; son
procesadas de izquierda a derecha, metiendo a la pila las variables en
el orden requerido por las derivaciones.

Por ejemplo, si tenemos la siguiente gramatica en la forma normal de
Greibach:
G=(V, X, R,S), donde:
V={S, A B, a b}
Y ={a, b}
R={S - aAB,
S > aB,
A - aAB,
A - aB,
B > b}
entonces el AP tiene dos estados, un estado inicial go y un estado final q;.
Una regla de la forma S - aA1A; ... A, genera una transicién que procesa el
simbolo terminal a, mete los simbolos no terminales A1A; ... Anala pilay se
llega al estado gi. El resto de las transiciones usan el simbolo de entrada y
la cadena en el tope de la pila para determinar la transicion apropiada.
Siendo asi, la relacion de transicion del AP para la gramatica G es:
A={((q, a, ), (41, AB)),

(o, &, 2), (au, B)),
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(a1, a, A), (01, AB)),
(91, a, A), (qu, B)),

((91, b, B), (a1, 1))}
Aplicando la secuencia de pasos de configuracién y las derivaciones para la

cadena aaabbb, podemos ver la relaciéon que existe:

S = aAB (9o, aaabbb, L) — (g1, aabbb, AB)
= aaABB |— (g1, abbb, ABB)
= aaaBBB |— (g1, bbb, BBB)
= aaabBB |— (qs, bb, BB)
= aaabbB — (qs, b, B)
= aaabbb — (a1, %, )

Sea G = (V, %, R, S) una gramética en la forma normal de Greibach que
genera L. Un AP M, que reconozca el mismo lenguaje L(G) generado por G,
con estado inicial qo, esta definido por:

M=(K, 2 T,AsS, F)

K = {qo, a1}

r=2

r=v-{s}-x

F={a}
con transiciones:

A= {((Qo, &, 1), (Qi, W)) : S>> aw e R

(9, a, A), (g, W):A>aweRyAeV-{S}-X
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((Go, 2 ), (G, 1)) SiS > L e R}

Ejercicio

Escriba un AP equivalente para las siguientes gramaticas.
a. G=(V,%,R,S), donde:

V={S,A ab}

T ={a, b}

R={S > aAA,
A > aS,
A > bS,
A > a}

b. G=(V, X, R,S), donde:
V={S AB,abc}
> ={a, b, c}
R={S > aABA,
S > aBB,
A = bA,
A->b,
B = cB,
B> c}
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Para ver como a partir de un AP podemos construir una gramatica libre de

contexto donde L(M), el lenguaje aceptado por el AP es generado por la

gramatica G, es decir que L(M) = L(G), tomamos lo siguiente:

e Las reglas de una gramatica libre de contexto son construidas a partir
de las transiciones del autémata.

e La gramatica es disefiada de tal forma que la aplicacién de una regla
corresponde a una transicién en el APD.

Sea M = (K, X, T, A, s, F) una AP, entonces una AP' con relacion de
transicion A’ es construido a partir de M adicionando transiciones a A en
base a:

Si ((gi, u, A), (qg;, A)) €A, entonces ((gi, u, &), (g, a)) €A’ para
cualquiera e T.

Si ((@i, u, A), (g, b)) €A, entonces ((gi, u, a), (g, ba) € Apara

cualquiera e T.

La interpretacion de las reglas es que una transicion de M que no elimina un
simbolo de la pila puede ser considerada como que inicialmente saca un
elemento de la pila y posteriormente mete a la pila el mismo simbolo.
Cualquier cadena aceptada por pasos de configuracion, utlizando una
nueva transicion, es aceptada por la transicion original, es decir, L(M) =
L(M).

Una gramatica G = (V, X, R, S) puede ser construida a partir de las

transiciones de M’. El alfabeto de G es el alfabeto de entrada de M’. Los
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simbolos no terminales de G consisten del simbolo inicial S y los triples
ordenados de la forma (qg;, a, gj ), donde las g’s son estadosde M’ ya e ' U
{A}. El triple ordenado (q;, a, gj) representa un paso de configuracion que
comienza en el estado g;, termina en g; y elimina el simbolo a de la pila. Las
reglas de G son construidas como sigue:
1. S->(qgi A, qj) paracadag; € F.
2. Cada transicion ((qi, u, a), (gj, b)) € A, donde a
I' U {A}, genera el conjunto de reglas:
{<ai. a, g0 > u(g; b, g0 : g« € K}
3. Cada transicion ((q;, u, @), (qj, ba)) € A, donde a € I', genera el
conjunto de reglas:
{(gi, a, A = u(g;, b, An) (A, @, G : Ak, Gn € K}
4. Para cada estado gk € K,:

{{Qk, Ay Q) > A}

Una derivaciébn comienza con una regla de tipo 1 cuyo lado derecho
representa una operacién que comienza en el estado o, termina en un
estado final y queda la pila vacia. Las reglas de tipo 2 y 3 indican la accion
de la maquina, donde las reglas de tipo 3 corresponden a las transiciones
aumentadas de M’. Durante la operacién, estas transiciones incrementan el
tamafio de la pila, por lo que el efecto correspondiente de la regla es
introducir una variable adicional en la derivacién. Las reglas de tipo 4 son
utilizadas para terminar las derivaciones. La regla (g, A, gx) = A representa

una transicion del estado gk a si mismo y no altera la pila.
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Por ejemplo, construimos una gramatica G a partir del AP, donde el lenguaje

L(M) es el conjunto {a"ch" : n > 0}.

M=(K,Z, T, A s, F)

K ={qo, q:}
¥={a, b, c}

r={a}
F={q.}

A= {((qu a, 7\')1 (qO! a))!
((qO, C, 7‘)1 (qlv 7“))v
((Q1, b, @), (91, A))}

Debido a que ((qo, a, A), (qo, a)) € A, entonces por la regla (2) tenemos que

agregar ((qo, a, a), (go, aa)) en A'y como ((do, C, A), (41, A)) € A por laregla (1),

agregamos ((qo, C, a), (g1, a)) en A. Sdélo se agrega una transicion para cada

una, debido a que T solo contiene a a. Al agregar estas transiciones a M

obtenemos M’ y al tener M’ podemos obtener G aplicando las reglas 1 a 4

para cada transicion, como sigue:

(Qo, A, d1) = a{qo, &, qr)

Tipo
Transicion Reglas .
aplicado
S-> <q01 ;Vr q1> 1
(90, a, 4), (qo, @) (o, A, doy = a<{qo, a, Go) 5
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(o, &, do) = a{do, &, o) {do, &, o)
(Go, @, g1) => a{qo, &, doy {do, &, q1)
((Qo, &, a), (qo, aa)) 3
(Go, @, Goy => a{qo, &, q1) {41, &, o)

(o, &, 1) = a({do, &, q1) {01, &, qu)

(Go, A, o) = €<q1, A, qo)
((qO, c, 7\')! (qu 7\')) 2
(do, A, q1) = ¢ {qu, A, 1)

(« ). (0 ) (Qo, &, o) = € {01, &, Jo) )
1 C! a i 1 a
w * (o, &, d1) = € (0, &, qu)

, 8, qoy 2 b (g1, A,
(a1, b, ), (a1, 1)) G, @ Go) > b (A, 2. qo) )
(az, a, G0 > b (qu, % qo)

(o, A, Go) > A
(o, A, 01y > A

Si escribimos los pasos de configuracion para la cadena aachb:

(9o, aacbb, 1) |— (o, acbb, a)
|— (qo, cbb, aa)
|— (qs, bb, aa)
—(au b, a)

— (a1, 2, )
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vemos que la cadena aachb pertenece a M. Por otro lado:
S = (0o, A, Q)

= a (o, a, q1)

= aa(Qo, &, qu) (qu, &, 1)

= aac(qy, &, qu (q1, &, qu)

= aach (q, A, 1) (g1, &, q1)

= aach (qi, a, q1)

= aachb (qs, A, d1)

= aacbb
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